Nazwisko i Imie Rozwiazania Indeks

Metody rekurencyjne i programowanie dynamiczne 28.01.2013 T

Zadanie 1 Klient w chwili ¢ = 0 otrzymuje kredyt w wysokosci ky. Klient sptaca kredyt w réwnych ratach
kapitalowo-odsetkowych w wysokosci s > 0. Stopy procentowe w kolejnych okresach sa zapisane w kontrakcie
iwynosza ri,r2,..., 7 > 0.

(a) [2 p] Wyprowadzi¢ réwnanie rekurencyjne opisujace zachowanie sie pozostatego kapitatu do splaty.

(b) [4 p] Jak wysokie raty s musi sptaca¢ konsument aby by¢ w stanie splaci¢ kredyt? Prosze nie wyprowadzaé
postaci zwartej otrzymanego wyrazenia.

Rozwiazanie.

(a) Poszukiwane réwnanie rekurencyjne jest standardowe. Mamy
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Powyzszy wzér mozna zapisa¢ w nastepujacej wygodniejszej postaci
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(b) Klient splaci kredyt jezeli ciag k; bedzie malejacy a wiec wystarczy tak dobra¢ s aby zachodzil warunek
ke — ki1 > 0. Daje to nastepujacy warunek na wielkos¢ raty
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Zadanie 2 Dane jest réwnanie liniowe o statych wspétczynnikach postaci

13 3
Tet3 = 75 Tt+2 + QT+ T T = 1.

(a) [6 p] Podac rozwiazanie ogélne (rzeczywiste) powyzszego rownania.
Rozwiazanie.

(a) Wielomian charakterystyczny powyzszego réwnania jest postaci
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skad rozwiazanie réwnania jednorodnego jest postaci

1 1 1
T = 015 + CQ? + CSE.
Aby znaleZ¢ rozwiazanie réwnania niejednorodnego stosujemy metode nieoznaczonych wspoétczynnikéw gdzie

funkcja testowa jest postaci u; = a. Wstawiajac ja do réwnania otrzymujemy

skad rozwiazanie ogoélne jest postaci



Zadanie 3 Dany jest uklad réwnan rekurencyjnych postaci
bl =F ) <2>
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(@) [6 p] Znalez¢ rozwiazanie ogblne. Rozwigzanie mozna pozostawic w postaci iloczynu macierzy.
(b)[1 p] Do czego zbiega x; przy t — 00?

Rozwiazanie.

(a) W pierwszej kolejnosci znajdujemy wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy wspoétczynnikéw. Wielomian
charakterystyczny jest postaci

w() = (xi) (2819 B @y

skad wartosci wlasne to A1 = —1/31 Ay = 1/2. Odpowiadajace im wektory wlasne obliczamy w standardowy

sposob przyjmujac
e — 3 . by — -1
1] = 9 1 lg = 4]

Réwnowaga 7 jest postaci

Rozwiazanie jest zatem postaci
o[ B (] )
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(b) Poniewaz wartosci wlasne macierzy A sa co do modutu mniejsze niz 1 wiec rownowaga z jest globalnie
stabilna i konsekwentnie z; — —1 dla t — oo.



Zadanie 4 Dane jest nastepujace zagadnienie optymalizacji dynamicznej ze skoriczonym horyzontem

T-1

r{laf Z —augzy + log(zr), gdzie réwnanie ruchu jest postaci z;41 = z;(1 + z¢uy)
=0

i dodatkowo zaktadamy, ze u; > 0, z, > 0ia € (0,1), o > 0 sa zadanymi parametrami zadania.
(a) [6 p] Poda¢ funkcje wartosci Jo(z), = > 0.
Rozwiazanie.

(a) Korzystamy z twierdzenia Bellmana. Dla czasu 7' mamy
Jr(x) = log(x)

poniewaz nie zalezy to od sterowania.

Dla chwili T' — 1 otrzymujemy

Jr_1(x) = maxlog (z (ux + 1)) —auwx.

Powyzsza funkcja jest wklesta wiec rozwazamy tylko warunki pierwszego rzedu otrzymujac
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co daje nam funkcje wartosci postaci

Jr_1(z) = log (gc) +a—1.
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Dla chwili ' — 2 mamy

ux+1)

JTg(x):log(x( )—auw—i—a—l.

«

Podobnie jak poprzednio rozwazamy warunki pierwszego rzedu otrzymujac

T a—1
—ar=0 skadu=—
P ax skad u g
co daje nam funkcje wartosci postaci
Jr_o(x) = log (?> +2a — 2.

Kontynuujac otrzymujemy
€T
Jr_i(x) = log (J) +Ek(a—1)
skad podstawiajac t = T' — k otrzymujemy

Ju(z) = log (#) (T - t)(a—1).



Zadanie 5 Rozwazam nastepujace zagadnienia optymalizacji dynamicznej w nieskorficzonym horyzoncie
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max 3 Vuxy, zréwnaniem ruchu postaci ;41 = 5(1 — ug)xy,
(ue)

t=0

gdzie u; € (0,1)ix; > 0. Wiemy, ze funkcja wartosci dla tego zagadnienia jest postaci J(z) = A/z.
(a) [6 p] Znalez¢ stata A.
Rozwiazanie.

(a) Aby znalez¢ stalq A wystarcza wstawic¢ postulowana funkcje wartosci J do réwnania Bellmana i odpowiednio
dobraé¢ stata A. Wstawiajac postulowana funkcje wartosci do réwnania Bellmana otrzymujemy

Ay = max V3 fA
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Maksymalizowana funkcja po prawej stronie powyzszego réwnania jest postaci
h(u) = avu + bv1 — u.

Jest to funkcja okreslona na odcinku (0, 1), wklesta, ktéra przyjmuje warto$¢ maksymalna w punkcie

aQ

= arp
Korzystajac z tego wiemy, ze prawa strona rownania Bellmana jest ostatecznie postaci
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Otrzymujemy zatem ostatecznie réwnanie postaci
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