Nazwisko i Imie Rozwiazania Indeks

Metody rekurencyjne i programowanie dynamiczne 18.01.2013 T

Zadanie 1 Niech Y; oznacza produkcje, K; kapital, S; oszczednosci, I, inwestycje oraz L, prace. Zakladamy, ze

w kazdym okresie zachodzi réwnowaga S; = I; oraz, ze oszczednosci sa stata czescia produkgiji, tj. S; = ;.

Akumulacja kapitatu jest opisana réwnaniem K;1; = (1 — 6)K; + I, oraz produkgcja jest zadana funkcja
Y, = min(Ky, L;). Zakladamy, ze Koy > 0, Lo > 0i0 <1 -+ a < 1, Ky < Ly oraz, ze zasoby pracy sa state
L; = Lo.

(a) [4 p] Wyprowadzi¢ réwnanie rekurencyjne na kapitat per capita.

(b) [2 p] Rozwiazaé otrzymane réwnanie.

Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim zauwazamy, ze dla dowolnych K > 01 L > 0 zachodzi
% = % min(K, L) = min(%, 1) = min(k, 1),

gdzie k jest kapitatem per capita.

Aby wyprowadzi¢ réwnanie zauwazamy nastepujacy mechanizm. Poczatkowo mamy kq. Z tego mozemy
obliczyé Yo = IIliIl(k‘(), 1) i dalej So = Yo CO daje i() = QYo. Majac ’L'(] i ]i'[) obliczamy ]€1 = (1 — 5)]€() + ’L'(]. Mamy
zatem

k1 = (1 —90)ko + amin(kg, 1) kolejno ko = (1 —6)k1 + amin(kq, 1)

i ogdlnie otrzymujemy
kiv1 = (1 —0)ky + amin(ky, 1).

Poniewaz ko < 1 wiec w pierwszym kroku mamy k; = (1 — § + a)ko < ko ze wzgledu na zatozenie Ky < Ly i
1 -6+« < 1. Zatem k; < 1. Konsekwentnie dla kazdego ¢t réwnanie rekurencyjne jest postaci

kt+1 = (1 ) + Ck)kt. (1)

(b) Rozwiazanie rownania (1) jest trywialne i jest postaci

ki = (1 -0+ a)tko.



Zadanie 2 Dane jest réwnanie liniowe o statych wspétczynnikach postaci

1
Te43 + <—2 \/_ - 5) Tiyo + (\/§+ 4) Tir1 — 22 = 0.

(a) Podac rozwiazanie ogdlne (rzeczywiste) powyzszego réwnania.
Rozwiazanie.

(a) Wielomian charakterystyczny powyzszego rdwnania jest postaci

. 1
w(m) =m?> + (2 V3 — 2> m? + (\/§ + 4) m— 2.

Powyzszy wielomian ma nastepujace pierwiastki: m; = 1/2, mg = V3+iims =3 —i.Para pierwiastkéw
sprzezonych ma modut 2 oraz argument gtéwny 7/6 zatem mozna je zapisac jako 2(cos(mw/6) % i sin(mw/6)).
Rozwiazanie ogdlne jest zatem postaci

1
xy = C of + C92 cos(tm /6) + C32" sin(tm/6).



Zadanie 3 Dany jest uklad réwnan rekurencyjnych postaci

o R e B R e o)

(a) [6 p] Znalez¢ rozwiazanie ogodlne.
Rozwiazanie.

(a) W pierwszej kolejnosci znajdujemy wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy wspoétczynnikéw. Wielomian
charakterystyczny jest postaci

(5 1 2A-1)BA-1)

skad wartosci wlasne to A\; = 1/31 X2 = 1/2. Odpowiadajace im wektory wilasne obliczamy w standardowy
spos6b przyjmujac
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7 171 701
_ - 5 51 13/24 L5l |13/24 1
( ) —3 z 5/12 % Z 5/12 1
Rozwiazanie jest zatem postaci

/300
0 1/2¢

-l S 1 (L)) [

1 —t—1 1 —t—2
_ |23 1 _
= 1 1 —t-1| | To +
{ 7w g 27 1 1

a:tH{ }Hl(xoi)Jr:f



Zadanie 4 Dane jest nastepujace zagadnienie optymalizacji

T-1
r?ai( E —xf - x%, gdzie z;11 = v+ + ur iuy € Roraz zp € R.
Ut
t=0

(a) Podac¢ funkcje wartosci J(z), x € R.
Rozwiazanie.

(a) Korzystamy z twierdzenia Bellmana. Dla czasu 7' mamy
Jr(z) = —2?

iu € [-1,1] jest dowolne. Dla czasu T’ — 1 otrzymujemy

Jr—1(z) = max —2% + Jp(z + u) = max —2% — (x — u)2.

u u

Powyzsze zagadnienie optymalizacji jest trywialne, otrzymujemy u* = —z i konsekwentnie Jp_; (z) = —2>.

W kolejnych krokach otrzymujemy to samo zagadnienie optymalizacji, co prowadzi do konkluzji, ze Jo(z) =
2
—x.



Zadanie 5 Dane jest nastepujace zagadnienie programowania dynamicznego

maxz —Bx?, gdzie z; 11 = x4 +u, up € Rizg € R
(o) 55
(a) [3 p] Pokazag, ze J(x) = —x? jest funkcja wartosci dla tego zagadnienia.

(b) [3 p] Jak wyglada optymalne sterowanie?
Rozwiazanie.
(a) Aby sprawdzi¢, ze J(z) = —z? jest funkcja wartosci wstawiamy ja do rownania Bellmana otrzymujac

—2? = max —2? + BJ(z + u) = max —x? — Bz + u)?.

Maksymalizowana funkcja jest oczywiscie wklesta i przyjmuje maksimum dla v = —z. Przy takim sterowaniu
warto$¢ funkcji po prawej stronie wynosi —z? a wiec funkcja J(z) = —z? rzeczywiscie jest funkcja wartosci.

(b) Optymalne sterowanie wyglada w nastepujacy sposéb. Jezeli w pierwszym kroku wyniesie ono uy = —z to
x1 = 01w kolejnych krokach otrzymamy z; = 0 ze sterowaniem u; = 0.



