Nazwisko i Imie Rozwiazania Indeks

Ekonomia Matematyczna 28.01.2013 T

Zadanie 1 Dane jest nastepujace réwnanie rézniczkowe:
e @ () — 223 (t) 4 22/ (t) — x(t) =t + sin(t). 1)

(a) [3 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.

(b) [3 p] Podac¢ rzeczywiste rozwiazanie szczegdlne dla warunku poczatkowego
z(0) = —1/4, 2'(0)=0, 2"(0)=25/4, z®(0)=09.

Rozwiazanie.

(a) Réwnanie charakterystyczne dla rownania (1) ma postac:
wA) =M =2X3 220 -1= A -1*(\+ 1),

skad otrzymujemy pierwiastki A = 1 (krotnoé¢ algebraiczna 3) oraz A = 1. Rozwigzanie réwnania jednorodnego
jest zatem postaci
z(t) = cae't? + czelt + cre™ + coel.

Aby wyznaczy¢ rozwiazanie rownania niejednorodnego mozna skorzysta¢ z metody nieoznaczonych wspét-
czynnikéw. Jako funkcje testowa przyjmujemy u(t) = a + bt + asin(t) + S cos(t). Podstawiajac funkcje do
réwnania otrzymujemy
—a+2(b+ acos(t) — fsin(t)) — bt — 2(Bsin(t) — acos(t)) = ¢ + sin(t),
—a — bt + 2b + 4accos(t) — 48 sin(t) = t + sin(t)

Z poréwnania wspolczynnikow otrzymujemy uktad réwnan liniowych postaci

—a+2b=0
-b=1
a=20
B =-1/4.

Skad rozwiazanie ogélne réwnania niejednorodnego jest postaci

1
x(t) = caet? +czelt + et 4 et —2 —t— = cos(t)
r

(b) Aby znalez¢ rozwiazanie szczegélne dla podanego warunku poczatkowego obliczamy pochodne rozwiaza-
nia ogélnego w punkcie 0 i przyréwnujemy do podanych wartosci otrzymujac
9
C1+CQ—Z 2—1/4
—c1+co+c3—1=0
1
C1 -‘r—(;2+2(;3+2(/‘4+ 1 = 25/4
—C1 +C2+3C3+6C4 =9
Rozwiazujac otrzymujemy C; = 1dlai =1,2,3,4.
Zadanie 2 Rozpatrujemy duopol Cournota. Dwie firmy ustalaja jednoczesnie wielkos¢ produkcji, odpowiednio

¢1 1 ¢2. Koszt produkcji kazdej firmy jest zadany funkcja postaci ¢(q) = cq, gdzie ¢ > 0 jest kosztem kraricowym.
Odwrotna funkcja popytu jest postaci p(¢) = 100 — 2g¢.



(a) [2 p] Zapisa¢ zadania optymalizacyjne obu firm.

(b) [2 p] Rozwiazac¢ zadania optymalizacyjne obu firm (znalez¢ krzywe rekacji).
(c) [2 p] Wyznaczy¢ réwnowage Nasha (przeciecie krzywych reakgji).
Rozwiazanie.

(a) Funkcje zysku obu firm sa odpowiednio postaci

m1 = q1 (100 — 2 (q1 + ¢2)) — cq,
T2 = ¢2 (100 = 2(q1 + ¢2)) — g2

Firmy maksymalizuja powyzsze funkcje tak wiec zadania optymalizacji maja nastepujaca postaé (odpowiednio)
max g1 (100 — 2 (q1 + g2)) — cqu,

q1>0

max ¢o (100 — 2 (q1 + ¢2)) — cqo.
q2>0

(b) Obie maksymalizowane funkcje sa wkleste wiec wystarczy rozpatrzyé warunki pierwszego rzedu postaci

—c—2q1 —2(q1 + g2) + 100 = 0,
—c—2g2 —2(q1 + g2) + 100 = 0.

Rozwiazujac powyzszy uklad nieréwnoéci otrzymujemy krzywe reakcji postaci

1
¢ = 7 (=¢=2¢2+100) g2 = 7 (—c = 2q1 +100)..

o |

Powyzsze krzywe reakcji sa przedstawione na rysunku 1.
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Rysunek 1: 1(a) — Krzywe rekacji dla ¢ = 1. Przeciecie jest rtbwnowaga Nasha w
strategiach czystych.



(c) Rozwiazujac uklad réwnan zadany przez krzywe reakcji otrzymujemy réwnowage Nasha (w strategiach
czystych) postaci

50 ¢
(I1* 3 67
750 c
q2 = 3 6

Zadanie 3 Dany jest uklad réwnan rézniczkowych liniowych o staltych wspétczynnikach pierwszego rzedu
postaci

I.l =T (t) + xz(t)

i‘g = 4.’1?2 (t) — 2{E1(t)

i’g = .'172(1?) + 2’,’3(t)

(a) [6 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogdlne.
Rozwiazanie.

(a) Podany uktad réwnan w postaci macierzowej jest postaci

i1 1 10 o
ir| = -2 4 0 | |a
j’):j 0 1 1 mg

Obliczamy warto$ci wlasne macierzy wspoétczynnikéw. Wielomian charakterystyczny jest postaci
w\) = =N+ 602 — 1IN +6=—-A-3)(A—2)(A—1)

skad otrzymujemy warto$ci wlasne postaci Ay = 3, Ao = 21 A; = 1. Obliczajac dla kazdej wartosci wilasnej
wektor wiasny otrzymujemy

1 1 0
hi=|2|, ho=|1|, hs=
1 1 1

Ostatecznie rozwiazanie ogdlne jest postaci

1 1 0
=0 |2 e+ 0y [1| 2+ C5 0] €.
1 1 1

Zadanie 4 Dany jest ukfad réwnan nieliniowych postaci

t=y—(r—Dz(z+1)
y=z—-y

(@) [3 p] Znalez¢é wszystkie rownowagi.

(b) [3 p] Okresli¢ stabilnos¢ wszystkich réwnowag.

Rozwiazanie.

(a) W pierwszej kolejnosci poszukujemy réwnowag rozwiazujac uktad réwnan postaci

O0=y—(z—1z(x+1)
O=z—-y



Otrzymujemy trzy rénowagi postaci a = (—v/2, —v/2), b= (0,0) i c = (v/2,V/2).

(b) Aby zbadac¢ ich lokalna stabilnos¢ linearyzujemy uklad réwnan otrzymujac macierz Jacobiego postaci

quy>< l—fo —i )

Wartosci wiasne tej macierzy to

1 1
{2 (—3:62— 9x4—12x2+8),§( 9m4—12x2+8—3m2)}

Dlatego w kolejnych réwnowagach otrzymujemy
{ —V2,V2 } dla réwnowagi b
{73 - \/5.,\/573} dla réwnowag aic

skad wnioskujemy, ze réwnowaga b jest niestabilna (siodlo) a rénowagi a i ¢ sa stabilne.

Portret fazowy jest przedstawiony na wykresie 2(a).
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(a) portret fazowy (b) rozwiazanie szczegdlne

Rysunek 2: 2(a) — Portret fazowy nieliniowego ukladu réwnan z zadania 4. 2(b) —
Rozwiazanie réwnania (2). Kolory oznaczaja fragmenty rozwiazania dla kolejnych
odcinkéw.

Zadanie 5* Dane jest réwnanie r6zniczkowe postaci

(t) = (t = 1), el
gdzie z(t) = 1dlat € [0,1).
(a) [6 p] Poda¢ rozwiazanie szczegdlne dla t > 0.

Rozwiazanie.



(a) Poniewaz opdznienie w réwnaniu (2) jest stale (i wynosi h = 1) wiec mozemy zadanie rozwiaza¢ na
kolejnych odcinkach.

Na odcinku [0, 1) zadanie jest juz rozwiazane i z(t) = 1. W szczeg6lnosci przyjmujemy (1) = 1.

Na odcinku [1, 2) réwnanie rézniczkowe (2) przyjmuje postaé
#(t) =1, z warunkiem poczatkowym z(1) = 1.

Réwnanie to ma proste rozwiazanie postaci z(t) = t. Zatem na odcinku [1,2) przyjmujemy z(t) = t oraz
z(2) =2.

Na kolejnym odcinku [2, 3) mamy do rozwiazania réwnanie rézniczkowe postaci
#(t) =t, zwarunkiem poczatkowym z(2) = 2.

Podobnie jak poprzednio réwnanie to ma proste rozwiazanie, ktére jest postaci

ijako warunek poczatkowy dla kolejnego zadania przyjmujemy x(3) = 9/2.

Kontynuujac w ten sposéb otrzymujemy ciag rozwiazan postaci

23ttt
1,t, —, —, —, —
{”2’6’24’120}

skad fatwo zobaczy¢, ze na odcinku [k, k + 1), k = 1,2, ... rozwiazanie jest postaci

gdzie wspoétczynniki oy, spetniaja rownanie
A1 = Oék(ki + 1), Q] = 1.
Rozwiazanie powyzszego réwnania rekurencyjnego jest trywialne i wynosi «, = k!. Rozwiazanie mozemy
zatem zapisa¢ w postaci
Lok
xp(t) = P
Wykres rozwiazania jest przedstawiony na wykresie 2(b).



