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Zadanie 1 Dane jest nastepujace réwnanie rézniczkowe:
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(a) [5 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.
(b) [1 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie szczegélne dla warunku poczatkowego
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Rozwiazanie.
(a) Réwnanie charakterystyczne dla réwnania (1) ma postacé:

skad mamy pierwiastki
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Rozwiazanie ogdlne réwnania jednorodnego ma zatem postaé
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Aby wyznaczy¢ rozwiazanie ogélne rownania niejednorodnego (1) skorzystamy z metody nieoznaczonych
wspotczynnikow. Wprowadzamy funkcje testowa postaci u(t) = a + St i podstawiamy ja do réwnania (1)

otrzymujac
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Z poréwnania wspotczynnikow wielomianéw otrzymujemy nastepujacy ukltad réwnan:
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skad otrzymujemy o = 11i 8 = 1. Ostatecznie rozwiazanie ogélne réwnania (1) jest postaci
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(b) Wyznaczenie rozwiazania szczegdlnego sprowadza sie do obliczenia wartosci funkgji i jej pochodnych i
przyréwnania do zakltadanych wartosci. Mamy zatem
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Rozwiazujac uktad (7) otrzymujemy C; = Cy = C5 = 1.



Zadanie 2 Popyt na rozpatrywane dobro jest zadany funkcja popytu ¢(p), gdzie p > 0 to cena dobra a sama
funkgja jest wklesta i malejaca. Rozpatrujemy sytuacje monopolisty, ktérego koszty produkdji sa zadane funkcja
kosztow c(q), o ktérej zakltadamy, ze jest wypukla i rosnaca. Zakladamy, ze wszystkie funkcje sa rézniczkowalne
w sposob ciagly.

(a) [1 p] Wypisa¢ zadanie optymalizacji monopolisty.

(b) [4 p] Rozwiaza¢ zadanie optymalizacji monopolisty (poda¢ warunki konieczne i wystarczajace) oraz zinter-
pretowac jest w terminach cenowej elastycznosci popytu.

(c) [4 p] Do czego dazy cena rownowagowa jezeli elastyczno$¢ cenowa popytu dazy do nieskoriczonosci.
Rozwiazanie.

(a) Monopolista bedzie maksymalizowat sw6j zysk zadany wzorem
m(p)=p-a(p) —c(a(p)), dlap>0.

(b) Poniewaz funkcja zysku, ktéra maksymalizuje monopolista jest wklesta wiec wystarczy rozwazy¢ warunki
pierwszego rzedu, ktdre sa nastepujacej postaci
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Pozbywajac sie i przeksztatcajac warunki pierwszego rzedu dochodzimy do postaci
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gdzie e to cenowa elastycznosé popytu a MC to koszt kraricowy.

(c) Przy e — oo cena w réwnowadze dazy do kosztu kraricowego.



Zadanie 3 Dany jest uktad réwnan rézniczkowych liniowych o stalych wspétczynnikach
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(a) [6 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.

Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim szukamy warto$ci wiasnych i wektoréw wiasnych macierzy wspétczynnikéw podanego
uktadu réwnan. Wielomian charakterystyczny jest postaci
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skad otrzymujemy dwie wartosci wlasne A; = —2 (krotnoé¢ algebraiczna 1) i Ao = —3 (krotno$¢ algebraiczna 2).
Obliczamy wektory wiasne w standardowy spos6b otrzymujac dla wartosci A\; = —2 wektor [1, 1,2] oraz dla
wartosci wlasnej Ay = —3 wektor [1,0, 3] (krotno$¢ geometryczna 1). Aby obliczy¢ brakujacy wektor bazy

rozwiazujemy uktad réwnan liniowych o nastepujacej macierzy rozszerzonej
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Rozwiazanie ogdlne jest zatem postaci
1
h1=—1+§(1, ho =2, hs=aq, a € R.
Przyjmujac a = 0 otrzymujemy brakujacy wektor bazy postaci [—1, 2, 0].
Rozwiazanie ogdlne jest zatem postaci
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Zadanie 4 Rownanie replikatora, opisujace pewien wariant uczenia sie poprzez imitacje w grze snow-drift,
zdefiniowane na odcinku [0, 1], jest postaci

i =—x; (r—1)+2? (r—2) + a3 )

gdzie r € (0, 1) jest pewnym parametrem.

(@) [3 p] Znalez¢ wszystkie rownowagi.

(b) [3 p] Okresli¢ stabilnos¢ wszystkich réwnowag.
Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim upraszczamy réwnanie (9) do jak najprostszej postaci otrzymujac
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skad natychmiast wida¢, ze mamy tylko trzy réwnowagi ¢ = 0, #% = 1 — r i £ = 1, ktére odpowiadaja
rownowagom Nasha.

(b) Aby stwierdzi¢ stabilno$¢ rownowag mozna obliczy¢ wartoéci pochodnych prawej strony réwnania w
réwnowagach (co jest linearyzacja i obliczeniem wartosci wlasnych linearyzacji). Otrzymujemy
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skad réwnowagi ¢ = 0, 2§ = 1 sa niestabilne a réwnowaga &% = 1 — r jest stabilna.



Zadanie 5* Rozwazamy zagadnienie optymalizacji konsumenta. Konsument posiada bogactwo w > 0 i jest
charakteryzowany funkcja uzytecznosci u(x), ktora jest r6zniczkowalna w sposéb ciagly, quasi-wklesta i

_,>O’ dlai=1,...,n,

az = (z1,...,2,)jest koszykiem dobr, n € N.

(@) [3 p] Czy zbidr optymalnych koszykéw musi byé wypukty?

(b) [3 p] Czy zbiér optymalnych koszykéw musi by¢ jednoelementowy?
W obu przypadkach odpowiedz doktadnie uzasadnic¢!

Rozwiazanie.

(a) Tak. Poniewaz funkcja u jest rézniczkowalna wiec jest ciagta. Zbiér dopuszczalnych rozwiazan jest zwarty a
wiec istnieje rozwiazanie z*. Zbiér potencjalnych innych rozwiazan jest przecieciem ograniczenia budzetowego,
ktore jest wypukle oraz zbioru

{z :u(z) > u(z")},

ktéry jest wypukly na mocy quasi-wklestosci funkcji w.

(b) Nie. Funkcja u(z) = p o x spelnia wszystkie zalozenia ale zbiér optymalnych rozwiazan jest tozsamy z
ograniczeniem budzetowym.



