Nazwisko i Imie Rozwiazania Indeks
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Zadanie 1 Dane jest nastepujace réwnanie rézniczkowe:

23 4 5% + Ti + 3z = 6 cos(t) — 2sin(t). (1)

(a) [5 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.

(b) [1 p] Podaé rzeczywiste rozwiazanie szczeg6lny dla warunku poczatkowego z(0) = 3, (0) = —3, £(0) = 9.

Rozwiazanie.

(a) Réwnanie charakterystyczne dla réwnania (1) ma postac:

w(r) =7 +5r2 +7r+3 (2)
skad mamy r; = —3, ro = —11i pierwiastek r; ma krotnos¢ algebraiczna 2. Zatem rozwiazanie ogélne réwnania
jednorodnego ma postaé

z(t) = Cre ™' 4 Coe™" 4 Cste™. (3)

Aby wyznaczy¢ rozwiazanie og6lne rownania niejednorodnego (1) wprowadzamy funkcje testowa postaci
u(t) = asin(t) + beos(t) i podstawiamy ja do réwnania (1) otrzymujac

(—=6b—2a) sin(t) + (6a —2b) cos (t) = 6cos(t) — 2sin(t). 4)

Z poréwnania wspotczynnikéw wielomianéw otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

—2a — 6b = —2
_ ®)
6a —2b =06

skad mamy a = 1ib = 0. Ostatecznie rozwiazanie ogélne réwnania (1) jest postaci

x(t) = Cre 3 4+ Coe™ ' + Cgte™" + sin(t). (6)

(b) Wyznaczenie rozwiazania szczeg6lnego sprowadza sie do obliczenia wartosci funkgcji « i jej pochodnych i
przyréwnania do zakltadanych wartoéci. Mamy zatem

z(0)=C1+Cy =3
.T(O) =-3C;—-Cy+C3+1=-3 (7)
2(0) =9C; + Cy —2C5 = 9.

Rozwiazujac uktad (7) otrzymujemy C; =1, C; =2, C5 = 1.



Zadanie 2 Preferencje konsumenta sa opisane funkcja uzytecznosci postaci
1/4_3/4
u(z) = iL‘l/ m2/ . 8)

Ceny dobr wynosza odpowiednio p; > 0, i = 1, 2, a konsument dysponuje bogactwem w. Dodatkowo wiemy,
ze cena dobra drugiego jest trzy razy wieksza niz cena dobra pierwszego.

(@) [5 p] Znalez¢ funkcje popytu konsumenta. Prosze sprawdzi¢ warunki dostateczne istnienia maksimum.
(b) [1 p] Ile dobra drugiego w stosunku do dobra pierwszego kupuje konsument w réwnowadze?
Rozwiazanie.

(a) Jest to standardowe zadanie optymalizacji z ograniczeniem w postaci nieréwnosci postaci piz1 + paza < w.

Poniewaz
: 3/4 . 0 1/4
Ju .7:2/ . Ou 3.7;1/

= >0 — =
Ors 4zl

— = >0
or1  4p/1

wiec ograniczenie w postaci nieréwnosci mozemy zamieni¢ na ograniczenie w postaci rOwnosci p1x1 +pare = w
i stosowaé twierdzenie Lagrange’a. Funkcja Lagrange’a jest postaci

L(z) = u(z) — A(p121 + paxe —w) = x1/4xg/4 — Ap121 + paaa — w). )

Rézniczkujac (9) wzgledem w;, @ = 1,2 oraz dodajac ograniczenie otrzymujemy warunek konieczny postaci

3/4
)
41&/4
31"1/4
ﬁ = Ap2 (11)
Lo
P1T1 + P2y =W (12)

Dzielac stronami réwnania (10) i (11) otrzymujemy

T2 p1
— =— skad poxs = 3pia.
311 po

Wstawiajac ostatnia réwnosé do ograniczenia (12) otrzymujemy

P . . 3,
prx1 +3prxy =w skad xp = v idalej z= —w.
4ps 4p2
Zamiast sprawdza¢ warunek drugiego rzedu wystarczy zauwazy¢, ze funkcja u jest wklesta a zbiér budzetowy
wypukly a wiec znaleziony punkt musi by¢ maksimum.

(b) Mamy
o P2
5 3m
ale korzystajac z tego, ze p, = 3p; otrzymujemy
P2y
Ty 3p1

a wiec w rownowadze konsument kupuje réwne ilosci dobra.



Zadanie 3 Dany jest nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych

{a’:zx2+y2—4

g=(x—-3)%+9>—4 (13

(a) [2 p] Znalez¢é wszystkie réwnowagi.
(b) [4 p] Zbada¢ stabilno$¢ réwnowag.
Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim szukamy réwnowag. W tym celu rozwiazujemy uktad réwnan postaci

0=a?+19y>—4
0=(z—3)*+y*>—4

skad otrzymujemy dwie rownowagi postaci

(3 VT (B VT
22 PP\ )

(b) Badanie stabilnoéci rownowagi sprowadza sie do znalezienia linearyzacji i sprawdzeniu znaku czesci
rzeczywistych wartosci wlasnych. Macierz Jacobiego ma postaé

J(w,y) = [2 (iiB) ;ﬂ

Dla réwnowagi a otrzymujemy

3 =T
J(a) {_ 3 7
skad obliczamy det J(a) = —64/7 < 0 skad wnioskujemy, ze warto$ci wlasne sa liczbami rzeczywistymi o

przeciwnych znakach, a wiec rtéwnowaga a nie jest stabilna (siodto).

o podobnie obliczajac otrzymujemy det J(b) = 6+/7 i trJ(b) = 3 + /7 a wiec czedci rzeczywiste wartosci
wlasnych sa dodatnie a wiec réwnowaga nie jest stabilna (zrédto).

Podobnie dla réwnowagi b otrzymujemy



Zadanie 4 Dany jest ukiad réwnan rézniczkowych postaci
3.31 =2£E1+£L'2—1'3
x'g = T2 (14)

T3 =x1 + X2

(a) [6 p] Poda¢ rozwiazanie ogdlne.
Rozwiazanie.

(a) Obliczamy wielomian charakterystyczny uktadu w(r) otrzymujac
wir)=—-1-1) 2-r)r—r+l=—(r—17°
skad wiemy, ze istnieje jedna wartos¢ wiasna = 1 o krotnosci algebraicznej 3.

W nastepnym kroku szukamy wektoréw wilasnych. Macierz rozszerzona uktadu réwnan (A — rI)h = 0 jest
postaci

11 -1 0 11 -1 0
00 0 Of~|0 0 0 O
11 -1 0 00 0 0
Rozwiazanie ogdlne jest dwuwymiarowe i jest opisane przez
hy -1 1
h= |hy| =a| 1 |+8]0
h 13 0 1

Wiemy zatem, ze krotnos¢ geometryczna wartosci wlasnej r = 1 wynosi 2. Jako wektory wlasne mozemy
przyja¢ wektory

=11 i K=

—_ o

Brakujacy wektor serii obliczamy z réwnania rekurencyjnego (A —rI)h® = h?. Macierz rozszerzona tego uktadu
jest postaci
11 -1 1 1
00 0 0]~]|0
11 -1 1 0

[y
\

1

o O
o O
S O =

rozwiazanie ogdlne jest postaci

ijako wektor serii mozemy przyjac

1
h* =10
0
Ostatecznie rozwiazanie jest postaci
-1 1 1 1
r(t)=Cy | 1 |e"+Cy |0 +4+C5 [t |0] + [0] |
0 1 1 0



Zadanie 5* Niech dana bedzie funkgja xz(t) klasy C' spelniajaca warunek poczatkowy z(0) = zo € R oraz
réwnanie rézniczkowe postaci
&= (14+e")t. (15)

(a) [6 p] Pokazag, ze ty = 0 jest minimum globalnym funkgji z(t). Odpowiedz doktadnie uzasadnié.

Rozwiazanie.

Zgodnie z réwnaniem (15) wiemy, ze pochodna funkgji z(¢) jest ujemna dla ¢ < 0, dodatnia dla ¢ > 0 i przyjmuje
wartos¢ 0 dla ¢t = 0. Zatem warunek konieczny dla minimum jest spelniony w postulowanym punkcie .

Obliczajac druga pochodna funkgji x(t) po czasie otrzymujemy

L. d. d N o
xfaxf£(1+e )t =e it + (1 +e")

=" (1+e")* + (1+e") = (1+¢€") (1+%") >0
—— ——

dodatnie dodatnie

skad widzimy, ze funkcja z(¢) jest $cisle wypukta, a zatem punkt ¢y = 0 rzeczywiscie jest minimum globalnym.



