Nazwisko i Imie Rozwiazania Indeks

Ekonomia Matematyczna 16.02.2012

Zadanie 1 Dane jest nastepujace réwnanie rézniczkowe:

T+ 4% + 5 + 22 = 2 cos(t) — 6sin(t). (1)

(a) [5 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.

(b) [1 p] Dla dowolnego czasu t > 0 dla rozwiazania (¢) réwnania (1) okreslamy liczbe B(t¢) w nastepujacy
sposob
B(t) = min{b € R} : |z(7)| < b dla dowolnego 7 > t}.

Wielkos¢ B(t) ogranicza zatem wartosci przyjmowane przez rozwiazanie z(t) rbwnania (1) po czasie ¢. Znalez¢
granice tlim B(t).
— 00

Rozwiazanie.
(a) Réwnanie charakterystyczne dla réwnania (1) ma postac:
wr)=r*+4r2 +5r+2=(r+1)° (r+2)

skad otrzymujemy dwa pierwiastki r;1 = =217y = —1 o krotnosci algebraicznej odpowiednio 1 i 2. Konse-
kwentnie rozwiazanie réwnania jednorodnego jest postaci

L(t) = C’1(37225 —+ CQCit —+ CgtCit.

Aby wyznaczy¢ rozwiazanie ogélne rownania niejednorodnego (1) wprowadzamy funkcje testowa postaci
u(t) = asin(t) + bcos(t) i podstawiamy ja do réwnania (1) otrzymujac

(=4b—2a) sin(t)+ (4a —2b) cos (t) = 2cos(t) — 6sin(t).

Z poréwnania wspotczynnikow wielomianéw otrzymujemy nastepujacy ukltad réwnan:
—2a —4b = —6
da —2b=2
skad mamy @ = 11ib = 1. Ostatecznie rozwiazanie ogélne rownania (1) jest postaci

x(t) = Cre?' 4+ Cye ™" + Cste™" 4 sin(t) + cos(t). (2)

(b) Poniewaz jesteSmy zainteresowanie granica przy ¢t — oo wiec wszystkie elementy rozwiazania (2), ktére
maja granice 0 mozna pomina¢. Konsekwentnie pozostaje nam do rozpatrzenia tylko sktadnik sin(t) + cos(t).
Sktadnik ten jest okresowy, a wiec ograniczenie B(t) mozna dla niego tatwo znalez¢ szukajac jego wartosci
maksymalnej (ktéra jest przeciwna do wartosci minimalnej) na odcinku [0, 27]. Maksymalna wartos¢ tego
sktadnika wynosi v/2, mamy wiec Tlggc B(t) = V2.



Zadanie 2 Preferencje konsumenta sa opisane funkcja uzytecznosci postaci

u(x) = x1 + /T3 ©)

Ceny débr wynosza odpowiednio py, p2 > 0, a konsument uzyskuje poziom uzytecznosci U.

(a) [6 p] Znalez¢ funkcje popytu (Hicksa) konsumenta i (p, U) tj. taki koszyk, ktéry minimalizuje koszt uzyskania
zakladanego poziomu uzytecznosci. Prosze sprawdzi¢ warunki dostateczne istnienia minimum.

Rozwiazanie.

(a) Tworzymy funkcje Lagrangea postaci
L(z) = p1z1 + pawy — Mzy + /72 — U).
Warunki pierwszego rzedu sa postaci

DlL(‘L):plf)\:O

1 J—
272
I1+ﬁ—U=0

DoL(z) =ps — A 0

Rozwiazujac otrzymujemy

2
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Aby sprawdzi¢ warunki drugiego rzedu obliczamy hesjan otrzymujac w punkcie podejrzanym o ekstremum

N 0 0
"=l ]

Aby sprawdzi¢ jak okreslona jest forma kwadratowa zadana powyzsza macierza na przestrzeni stycznej
do ograniczenia wystarczy znalez¢ baze przestrzeni stycznej. W tym celu obliczamy gradient ograniczenia
otrzymujac
Vu(z*) =1, [2] i wektor prostopadly postaci h = [[2, —1].
b1 p1

Obliczamy
3
ah™Hah = o*py <2pQ> >0 dlaa#0.
p1

Zatem znaleziony punkt jest minimum.



Zadanie 3 Dynamika replikatora okreélona tylko na odcinku [0, 1] dla pewnej gry wyglada w nastepujacy
spos6b
i=z (-2 (@+3(1-2)—-1-2)(x+1)+z+3(1-2))), 4)

gdzie z(t) jest czeScia populacji uzywajaca pierwszej strategii czystej.
(a) [2 p] Znalez¢é wszystkie réwnowagi.

(b) [4 p] Zbada¢ stabilno$¢ réwnowag.

Rozwiazanie.

(a) Upraszczajac rownanie (4) otrzymujemy
t=(x—-1)xz 3z—2)

skad otrzymujemy trzy rownowagi 1 =0, 2o = 1ix3 = 2/3.

(b) Stabilnos¢ réwnowag mozna odczyta¢ albo z rysunku (ponizej) albo obliczajac pochodne (linearyzacje).
Otrzymujemy, ze réwnowagi x; i z2 sa niestabilne oraz réwnowaga 3 jest stabilna.

0.25 T T T T

= =
=] = = =
=] [l = wn b

Lnd
=]
wn

R 3 -0 ) L) ¥+ 1) x4+ 3% 1-x))

=
=




Zadanie 4 Dany jest ukiad réwnan rézniczkowych postaci

©)

3'3‘1 = 8I1 — 4$2
.’bg = 9.’L‘1 - 4.([)2

(a) [6 p] Poda¢ rozwiazanie ogdlne.
Rozwiazanie.

(a) Uktad rozwiazujemy standardowo. Wielomian charakterystyczny dla macierzy ukladu wyglada w nastepu-
jacy sposob

w(r)=(—r—4) (8 —=7)+36=(r —2)?
a zatem mamy tylko jedna warto$¢ wlasna r = 2 z krotnoscia algebraiczna 2. Poszukujemy wektoréw wiasnych
otrzymujac h' = [2, 3]. Drugi wektor liczymy jako wektor serii otrzymujac h? = [1, 1]. Rozwiazanie og6lne jest

zatem postaci
x(t)=0C 2 e+ Cy [t 2 + ! e2t
"3 VBT '



Zadanie 5* Niech dana bedzie funkcja rézniczkowalna dwukrotnie f : R — R, dla ktérej dla dowolnego
t zachodzi f'(t) > a > 0 dla pewnej liczby a € R,. Definiujemy funkcje x(t) jako rozwiazanie réwnania
rézniczkowego postaci

#(t) = f(t), zwarunkiem poczatkowym z(0) = zo.

(@) [6 p] Czy funkcja x(t) jest ograniczona? Odpowiedz doktadnie uzasadnié.

Rozwiazanie.

(a) Poniewaz funkcja x jest zadana réwnaniem rézniczkowym z warunkiem poczatkowym wiec wyraza sie ona
jako nastepujaca catka

x(t) =z + /f(T)dT.

Ze wzgledu na zalozenia o funkcji f wiemy, ze mozna ja dla dowolnego ¢ > 0 oszacowaé przez

f(t) > £(0) + at.

Podstawiajac to oszacowanie do catki wyrazajacej funkcje (t) otrzymujemy

t t
z(t) = zo + / f(r)dr > 2o + / f(0) + ardr =z + f(0)t + %at2 — +oo
0 0

przy t — +oc a zatem funkcja x nie jest ograniczona.



