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Zadanie 1 Dane jest nastepujace réwnanie rézniczkowe:

+® —3:—22=2t—5 (1)

(a) [5 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.
(b) [1 p] Podaé rzeczywiste rozwiazanie szczeg6lny dla warunku poczatkowego z(0) = 3, £(0) = 2, Z(0) = 1.
Rozwiazanie.

(a) Réwnanie charakterystyczne dla réwnania (1) ma postac:

wr)=r=3r—2=r—-2)(r+ 1)2 )

skad mamy r; = —1, ro = 2 i pierwiastek r; ma krotno$¢ 2. Zatem rozwiazanie ogdlne réwnania jednorodnego
ma postac

L(t) = Cleft + Cgteit + Cge2t. (3)

Aby wyznaczy¢ rozwiazanie ogdlne réwnania niejednorodnego (1) wprowadzamy funkcje testowa postaci
u(t) = a + bt i podstawiamy ja do réwnania (1) otrzymujac

—3b—2(a+bt) =2t —5 @)

Z poréwnania wspotczynnikéw wielomianéw otrzymujemy nastepujacy ukiad réwnan:

—3b—2a=-5 5)
—2b=2
skad mamy a = 41 b = —1. Ostatecznie rozwiazanie ogélne réwnania (1) jest postaci
.’L’(t) = Cleft —+ Czteit + Cge% +4 —t. (6)

(b) Wyznaczenie rozwiazania szczegolnego sprowadza sie do obliczenia wartosci funkgji « i jej pochodnych i
przyréwnania do zakladanych warto$ci. Mamy zatem

z(0)=4+C1+C3=3
2(0)=—-1-C1+Cy+2C5=2 (7)
T(O) =C1 —2054+4C3 = 1.

Rozwiazujac uktad (7) otrzymujemy C; = —5/3, Cy = 0, C5 = 2/3.



Zadanie 2 Preferencje konsumenta sa opisane funkcja uzytecznosci postaci

Ceny débr wynosza odpowiednio p; > 0,4 = 1,...,n, a konsument dysponuje bogactwem w.
(@) [6 p] Znalez¢ funkcje popytu konsumenta. Prosze sprawdzi¢ warunki wystarczajace istnienia maksimum.
Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim nie chcemy pracowa¢ z taka funkcja uzytecznosci! i stosujemy znany trick a wiec
logarytmujemy u i dalej pracujemy z funkcja @ = In(u), doktadnie

_ I &
u(x) = 5 Zln(ml)
i=1
Taka zamiana funkcji nie zmienia rozwiazania poniewaz funkcja In jest rosnaca.

Poniewaz 0u/0x; > 0dlai=1,...,n wiec mozemy stosowaé twierdzenie Lagrange’a (a nie Kuhna-Tuckera).
Funkcja Lagrange’a L ma postaé

L(z) = u(x) — A (szlz - w) = % Zhl(fﬂi) —A (Z}%xz — w) 9)

Warunki pierwszego rzedu maja postac

1
—— = \p;, dlai=1,...,n,

Dzielac dowolne dwa réwnania (z pierwszych n) przez siebie uzyskujemy réwnosé

Lo Pr skad otrzymujemy p;z; = prx, dla dowolnych i # k.
T pi
Korzystajac z ograniczenia otrzymujemy np;z; = w dla dowolnego i =1, ...,n, skad z7 = w/(np;).

Aby sprawdzi¢ warunki drugiego rzedu obliczamy macierz drugiej pochodnej funkgji L otrzymujac macierz
diagonalna, gdzie na przekatnej stoja wyrazy
9*L 1

02 = 22 !

7

i konsekwentnie jest to macierz ujemnie okreslona, a wiec znaleziony punkt jest maksimum.

10czywiscie jest mozliwe przeliczenie wszystkiego dla doktadnie takiej postaci funkcyjnej, ale dlaczego mamy sie meczy¢.



Zadanie 3 Dynamika w pewnym modelu duopolu Cournota jest zadana nastepujacym ukladem réwnan
rézniczkowych

) k
G =3k — k1q1 — ?lfh
(10)

o = 3kz — %fh — kaq2
gdzie g;(t) jest wielkoscia produkgji firm i-tej w chwili ¢ a k1, k2 > 0 sa danymi wspétczynnikami.
(@) [2 p] Znalez¢ wszystkie rownowagi.
(b) [4 p] Zbada¢ stabilno$¢ rownowag.
Rozwiazanie.
(a) Przede wszystkim szukamy réwnowag. W tym celu rozwiazujemy uklad réwnan postaci
3k1 — ki1 — %fh =0

3ko — 52(]1 —k2g2 =0

skad otrzymujemy (g7, ¢3) = (2,2).

(b) Badanie stabilnoéci réwnowagi sprowadza sie do znalezienia linearyzacji i sprawdzeniu znaku czesci
rzeczywistych wartosci wlasnych. Macierz Jacobiego ma postaé

. —k —k1/2
'](qlan) - |:—k’2;2 —]1<j£ :| .

Obliczajac det J(q7,¢3) = 3k1ko/4 > 0itr J(q7,¢5) = —(k1 + k2) < 0 wnioskujemy, Zze znaki czesci rzeczywi-
stych obu wartosci wiasnych sa ujemne i konsekwentnie réwnowaga jest asymptotycznie stabilna.



Zadanie 4 Dany jest ukiad réwnan rézniczkowych postaci

11

T1 = x1 + 4%
Tg = o1 + T

(a) [6 p] Poda¢ rozwiazanie ogdlne.

Uwaga: zastosowa¢ podstawienie aby sprowadzi¢ uktad (11) do uktadu trzech liniowych réwnasi rézniczkowych pierwszego
rzedu o statych wspotczynnikach.

Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim stosujemy typowe podstawienie wprowadzajac nowe funkcje y; = =1, y2 = 22 i y3 = 2.
Uklad (11) w nowych zmiennych przyjmuje postac

71 =y +4ys3
U2 = Y3 (12)
Us =Yy1+ys

Uklad (12) rozwiazuje sie dalej standardowo. Macierz wspétczynnikéw ma postaé

1 0 4
A=10 0 1]. (13)
1 0 1
Wielomian charakterystyczny jest postaci w(r) = —(r + 1)r(r — 3), skad otrzymujemy trzy wartosci wlasne
r1 = —1,ry = 0irs = 3. Obliczamy wektory wlasne otrzymujac
2 0 6
}Ll = 1 s hg = |1 s }Lg = |{1]. (14)
-1 0 3

Stad rozwiazanie ogdlne jest postaci

=21 = 20 et 4+ 6056
{91 1 1 3 (15)

Yo = Xo = Cleft —+ CQ + Cge3t



Niestety, do egzaminu wkradt sie bfad. Ponizej sformulowanie zadania dokladnie tak jak na temacie egzamina-
Cyjnym, razem z rozwigzaniem.

Zadanie 5* Niech dana bedzie funkcja f : R®™ — R, ktéra jest ciagla i quasi-wklesta. Niech U C R"™ bedzie
zbiorem ograniczonym i domknietym. Rozwazamy zadanie optymalizacji postaci

max f(x).

zelU

Niepusty zbior O C Urozwiazar tego zadania to zbidr postaci O = {z € U : f(z) > f(a'),2’ € U}.
(a) [6 p] Pokazag, ze zbidr rozwiazan O jest wypukly. Odpowiedz doktadnie uzasadnic.

Rozwiazanie.

Rzeczywiscie, zgodnie z tw. Bolzano-Weierstrassa wiemy, ze zbior O jest niepusty. Zbiér ten nie musi by¢ jednak
wypukly jezeli zbiér U nie jest wypukly. Aby to zobaczy¢ wystarczy rozwazy¢ nastepujacy przykiad.

Niech U = [0, 1] U [2, 3]. Prosze zauwazy¢, ze zbidr ten nie jest wypukly! Rozwazmy funkcje stata, quasi-wklesta
f(z) = 0. Jestjasne, ze O = U i konsekwentnie nie jest wypukly.



Wiasciwe zadanie powinno mie¢ jedno dodatkowe zatozenie.

Zadanie 5* Niech dana bedzie funkcja f : R" — R, ktora jest ciagla i quasi-wklesta. Niech U C R™ bedzie
zbiorem ograniczonym, domknietym i wypuklym. Rozwazamy zadanie optymalizacji postaci

max f(x).

zeU

Niepusty zbiér O C Urozwiazan tego zadania to zbiér postaci O = {z € U : f(z) > f(z'),2' € U}.

(a) [6 p] Pokazaé, ze zbidr rozwiazan O jest wypukly. Odpowiedz doktadnie uzasadnic.

Rozwiazanie.

Rzeczywiécie, zgodnie z tw. Bolzano-Weierstrassa wiemy, ze zbior O jest niepusty. Niech & € O i oznaczmy
przez y warto$¢ funkgji f w tym punkcie, tj. y = f(£). Wtedy jednak zbiér O wyraza sie jako

O=Un{zeR": f(z) > 7y}

Poniewaz oba zbiory sa wypukle, pierwszy zgodnie z treScia zadania a drugi poniewaz funkcja f jest quasi-
wklesta, wiec O réwniez jest wypukly jako przeciecie zbioréw wypuktych.



