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Zadanie 1 Zachowanie ceny p w czasie jest zadane réwnaniem rézniczkowym postaci
p+3p+2p=10—e3. (1)

(a) [4 p] Podac rzeczywiste rozwiazanie ogélne.

(b) [2 p] Uzasadni¢, ze cena dobra bedzie w dtugim okresie zbiegata do wartosci 5.

Rozwiazanie.

(a) Rozwiazujemy réwnanie jednorodne postaci
p+3p+2p=0.

Wielomian charakterystyczny jest postaci

w(r)=r+3r+2=(r+1)(r+2), (2)
a zatem mamy dwa pierwiastki postaci r; = —11i 7, = —2. Rozwiazanie réwnania jednorodnego jest postaci
z(t) = Cre™t + Che™ 2. 3)

Aby rozwiaza¢ réwnanie niejednorodne poszukujemy rozwiazania szczegélnego postaci u(t) = a + be ™3,

Mamy zatem
= —3be " oraz i = 9be .

Wstawiajac u do réwnania niejednorodnego (1) otrzymujemy

9be 3" + 3(=3be ") + 2(a + be ") =10 — 73!
2a + e 319 — 9b + 2b) = 10 — =%
2a 4 2be ™3t =10 — e3¢,
skad otrzymujemy a =5ib = —1/2.

Ostatecznie rozwiazanie ogélne réwnania (1) jest postaci
—t —2t L s
x(t) = Cre™" + Coe™ " + 5 — 3¢ 4)

(b) Zachodzi oczywiécie

1 _.
lim z(t) = tlim (Clet + Che 2 5 — 2e3t> =5,
— 00

t—o0

co koniczy zadanie.

Zadanie 2 Preferencje konsumenta sa opisane funkcja uzytecznosci postaci u(z1,22) = v/a% 5. Ceny dobr
wynosza odpowiednio p; i p a konsument dysponuje bogactwem w.

(a) [4 p] Znalez¢ funkcje popytu konsumenta dla dobra x;.

(a) [2 p] ZnaleZ¢ cene réwnowagi na rynku dobra z; jezeli funkcja popytu jest zadana jako S(p1) = 2wp, /3.
Rozwiazanie.

(a) Rozwiazujemy typowe zagadnienie optymalizacji z ograniczeniami. Funkcja Lagrange’a jest postaci

L(x1,20) = u(x1, 22) — A(p1o1 + poxe —w) = .7:1/2 x%“ — AMp1x1 + pawo — w).



Rézniczkujac otrzymujemy

oL :v;/4 \
0xy B 2.1'1/2 .
oL :1:1/2 \
Oxa - 4.1‘3/4 e
Zatem warunki pierwszego rzedu sa postaci
1/4 1/2

Ty .ox
=A\p; i = A\ps. ©)

2.73}/2 4.7:3/4

Dzielac stronami (5) i porzadkujac otrzymujemy piz1 = 2paz2. Wstawiajac uzyskana réownosé¢ do warunku
ograniczajacego otrzymujemy
1 2w
wW=pPir1 + =p1T1 = Tr1 = —.
2 3p1
(b) Cena w réwnowadze musi spelniaé

D(p1) = S(P1)

2w B 2w

31 K] P1
1

— =P
P1

p1 =1 korzystajac z zatozenia p; > 0.

Zadanie 3 Dany jest uklad réwnan rézniczkowych postaci

T = —x1 + x2 — 223
. 1 3
To = 5111 — T9 — 51‘3 (6)

i‘3 = T2 —3133

(a) [6 p] Znalez¢ rzeczywiste rozwiazanie ogdlne.
Rozwiazanie.

(a) Zapisujemy uktad w postaci macierzowej

-1 1 =2
i=Ar, gdzie A= [1/2 —1 —3/2
0 1 -3

Nastepnie obliczamy wielomian charakterystyczny

w(r) = ((—r— 3) (—r—1)+ ) (=r—1) - 5 -1
=—(r+1) (r+2)>

skad warto$ci wlasne wynosza 1 = —11iry = —2 (krotnoé¢ algebraiczna 2).



Majac wartosci wilasne obliczamy wektory wlasne i serie jezeli zachodzi taka potrzeba. Dla 7y = —1 mamy

Ahy = —hy co prowadzi do uktadu réwnan o macierzy rozszerzonej postaci
01 -2 0 01 -2 0
3 0 =3 0|~|1 0 =30
01 -2 0 00 0 O

Rozwiazanie og6lne jest postaci h11 = 3s, h12 = 25, hig = s, s € R. Przyjmujac s = 1 otrzymujemy wektor
wlasny hq = [3,2,1].

Dla r, = —2 otrzymujemy Ahy = —2hy co prowadzi do uktadu réwnan o macierzy rozszerzonej postaci
11 -2 0 00 0 O
i1 =2 0|~|1 0 -10
01 -1 0 01 -1 0

Rozwiazanie ogdlne jest postaci ho; = s, ¢ = 1,2,31 s € R. Przyjmujac s = 1 otrzymujemy drugi wektor wlasny
postaci ha = [1, 1, 1]. Niestety krotno$¢ geometryczna wartosci 7o wynosi 1, musimy wiec doliczy¢ jeden wektor

serii korzystajac z rownosci Ahg = —2hg + hy co prowadzi do uktadu réwnan o macierzy rozszerzonej postaci
11 -2 1 00 0 O
1 3
01 -1 1 01 -1 1

Rozwiazanie ogdlne jest postaci hz; = s, hgo = 1+ s, hgs = s, s € R. Przyjmujac s = 0 otrzymujemy wektor
serii postaci hs = [0, 1, 0].

Posiadajac baze przestrzeni odpowiadajaca warto$ciom wiasnym mozemy wypisa¢ rozwiazanie ogélne, ktére
jest postaci
[L‘(t) =C4 hle_t + C’the_% + Cs (thg + h3)6_2t.

Zadanie 4 Dany jest ukfad réwnan rézniczkowych postaci

.i?lzl—l‘%—l‘g
Z.EQZI%—I—CL'Q

@)

(a) [2 p] Znalez¢ wszystkie rownowagi.

(b) [2 p] Obliczy¢ macierz Jacobiego.

(c) [2 p] Korzystajac z macierzy Jacobiego sprawdzi¢ stabilno$¢ rownowag.
Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim poszukujemy réwnowag, zob. rys. 1(a). W tym celu rozwiazujemy uklad réwnan postaci

1-— l‘% —x9=0
x% —1—-22=0
Uktad ten prowadzi do pojedynczego réwnania postaci 1 — 2?7 = 27 — 1 skad z% = 1 skad mamy jedyne dwa

rozwiazania postaci A = (—1,0)1 B = (1,0).
(b) Obliczamy linearyzacje uktadu (7) otrzymujac

9%, —1
J(@, 22) = [2.@? —1}
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(c) Nastepnie sprawdzamy stabilno$¢ rozwiazan otrzymujac

.](A){_QQ :ﬂ oraz J(B)

-2 -1
12 =1
Obliczajac wartosci wiasne (albo korzystajac z wyznacznikéw i sladéw macierzy) dochodzimy do wniosku, ze
rownowaga A jest niestabilna (siodlo) oraz réwnowaga B jest stabilna, por. rys. 1(b).
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(a) réownowagi (b) portret fazowy

Rysunek 1: Wykresy pomocnicze.

Zadanie 5* Rozpatrujemy rynek doskonale konkurencyjny. Krzywa popytu jest dana funkcja D(p) = B(p — B),
gdzie § < 0ip > 0. Funkcja podazy jest postaci S(p) = p/c, gdzie ¢ > 0 jest statym kosztem kraticowym. Niech

po bedzie cena w réwnowadze, a wiec cena przy ktérej zachodzi S(py) = D(po). Nadwyzka konsumenta jest
dana jako

P
CS = /D(p)dp.
Po

(a) [6 p] Pokazag, ze jezeli w wyniku wprowadzenia nowej technologii, ktéra prowadzi do obnizenia kosztéw
kraricowych do nowego nizszego poziomu ¢’ < ¢, nadwyzka konsumenta CS wzrosnie. Odpowiedz uzasadni¢
przy pomocy odpowiedniego obliczenia.

Rozwiazanie.
(a) Intuicyjnie wlasnos¢ ta jest oczywista. Wprowadzenie nowej technologii prowadzi do mozliwosci produko-
wania nizszym kosztem. Firma moze wiec obnizy¢ cene dobra (a co za tym idzie wszystkie firmy pozostajace

na rynku'. To prowadzi do bardziej stromej krzywej podazy, a wiec do nizszych cen i wigkszego wolumenu
sprzedazy co prowadzi do zwiekszenia nadwyzki konsumenta, por. rys. 2.

Technicznie mozemy zapisa¢ to w nastepujacy sposéb. Niech p’ < py bedzie nowa cena w réwnowadze. mamy

1Zaktadamy, ze technologia moze by¢ imitowana przez dowolna firme.
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cs' = / D(p)dp = / D(p)dp + / D(p)dp > / D(p)dp = CS,
p’ P’ o Po

gdzie nieréwnos¢ wynika z faktu, ze [ ;,“ D(p)dp > 0, bo oczywiscie D(p) > 0.
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Rysunek 2: Zmiana nadwyzki konsumenta w wyniku wprowadzenia nowej technologii.



