Nazwisko i Imie Rozwiazania Indeks

Ekonomia Matematyczna 28.01.2011

Zadanie 1 Dane jest nastepujace réwnanie rézniczkowe:
2@ + 72 4175 + 174 + 62 = 6% + 40t + 57. 1)
(a) [6 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.

Rozwiazanie.

(a) Réwnanie charakterystyczne dla réwnania (1) ma postac:

wr) =+ 7% + 172 +17r +6 = (r+1)° (r +2) (r +3), 2)
skad mamy r = —3, ry = —2,r; = —1 i ostatni pierwiastek ma krotno$¢ 2. Zatem rozwiazanie ogélne réwnania
jednorodnego ma postac

x(t) = Cre 3 4+ Che ™ + Ozt 4 Cyte . 3)

Aby wyznaczy¢ rozwiazanie og6lne réwnania niejednorodnego (1) wprowadzamy funkcje testowa postaci
u(t) = at? 4 bt + ¢ i podstawiamy ja do réwnania (1) otrzymujac

34a + 17(2at + b) + 6(at® + bt + ¢) = 6% + 40t + 57. (4)

Z poréwnania wspotczynnikéw wielomianéw otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

6a =6
34a + 6b = 40 (5)
6¢ + 51b = 57

skad mamy a = b = ¢ = 1. Ostatecznie rozwiazanie ogélne réwnania (1) jest postaci

z(t) = Cre ™ 4 Coe ™ + Cze ' + Cyte " + 2+t + 1. (6)

Zadanie 2 Preferencje konsumenta sa opisane funkcja uzytecznosci postaci u(x1, z2) = /1 + 1/Z2. Ceny débr
wynosza odpowiednio p; i p; a konsument dysponuje bogactwem w.

(a) [6 p] Znalez¢ funkcje popytu konsumenta. Prosze sprawdzi¢ warunki wystarczajace istnienia maksimum.
Rozwiazanie.

(a) Poniewaz du/dz; > 0 dlai = 1,2 wiec mozemy stosowac twierdzenie Lagrange’a (a nie Kuhna-Tuckera).
Funkcja Lagrange’a L ma postac

L(z) = u(x) — AMp121 + p2a2 — w). @)
Warunki pierwszego rzedu maja postac
1
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P1T1 + P22 =W
Dzielac pierwsze dwa réwnania przez siebie i przeksztatcajac otrzymujemy z1p? = xop3. Korzystajac z ograni-
czenia otrzymujemy
P11 + P2y = W
Taps

P1

+ P2y = w
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Aby sprawdzi¢ warunki drugiego rzedu obliczamy macierz drugiej pochodnej funkgji L otrzymujac
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d2[(l‘) — 413/
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4123/2

skad wynika, ze macierz d?L(z) jest okreslona ujemnie na R? wiec w szczeg6lnosci na przestrzeni stycznej do
ograniczenia, a wiec znaleziony punkt jest maksimum.

Zadanie 3 Réwnanie okreslajace zachowanie sie kapitalu w modelu Solowa jest postaci k = sf (k) — Mk, gdzie

k > 0 oznacza kapital per capita, f to funkcja produkcji a parametry s, A > 0 maja interpretacje ekonomiczna.
Niech f(k) = k'/%.

(a) [2 p] ZnaleZ¢ wszystkie rownowagi.
(b) [4 p] Zbada¢ stabilno$¢ rownowag.
Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim szukamy réwnowag. W tym celu rozwiazujemy réwnanie sf (k) — Ak = 0 otrzymujac

skt/* — Xk =0
sw— dw* =0 (podstawienie w* = k)
w(s — Aw) =0

gdzie z ostatniego rownania otrzymujemy w = 0 co implikuje k; = 0 oraz s—Aw® = 0 co implikuje ks = (s/\)*/3.

(b) Badanie stabilno$ci rownowag nalezy przeprowadzi¢ oddzielnie dla réwnowagi k; i k2. Dla réwnowagi ko
analiza jest prosta. Wystarczy obliczy¢ pochodna pola wektorowego (linearyzacje) a nastepnie zbadac jej znak.
Jezeli oznaczymy h(k) = sk'/* — \k to otrzymamy

dh(k) s
kAR ®
Podstawiajac do wzoru (8) warto$¢ ky otrzymujemy
dh(kz) 3\
_ 9
dk <Y ®)

co (na mocy twierdzenia Lapunowa) gwarantuje lokalna asymptotyczna stabilno$¢ réwnowagi ks.

Analiza réwnowagi k; jest nieco bardziej skomplikowana, gdyz funkcja h(k) nie jest rézniczkowalna w réwno-
wadze k. Aby wykaza¢ niestabilno$¢ réwnowagi wystarczy wykaza¢, ze funkcja h jest dodatnia na odcinku
(0,¢), dla dostatecznie matego ¢ > 0. To jest jednak oczywiste z trzech powodéw: funkcja g przyjmuje w zerze
warto$¢ 0, funkcja g jest ciagla (prawostronnie) w 0 a prawostronna granica pochodnej w 0% wynosi +oc.

Zadanie 4 Dany jest ukfad réwnan rézniczkowych postaci

(10)

Ii‘gle

{i1:x1+2zfc2

(a) [6 p] Poda¢ rozwiazanie og6lne. Uwaga: zastosowaé podstawienie aby sprowadzi¢ uktad (10) do uktadu
trzech liniowych réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu o statych wspétczynnikach.



Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim stosujemy typowe podstawienie wprowadzajac dwie nowe funkcje y; = 22 i yo = 2.
Uklad (10) w nowych zmiennych przyjmuje postac

1 = x1 + 2Y2
U1 = Yo (11)
Yo = X1

Uklad (11) rozwiazuje sie dalej standardowo. Macierz wspétczynnikéw ma postaé

1 0 2
A=10 0 1]. 12)
10 0
Wielomian charakterystyczny jest postaci w(r) = —(r + 1)r(r — 2), skad otrzymujemy trzy wartosci wilasne
r1 = —1,ry = 0irz = 2. Obliczamy wektory wiasne otrzymujac
1 0 4
=11, ho= 1|, hy=|1]. (13)
-1 0 2

Stad rozwiazanie ogdlne jest postaci

(14)

T = 034 €2t + Cle_t
y1 = 22 = C3*" + Co + Cre™’

Zadanie 5* Dana jest funkcja rézniczkowalna w sposo6b ciagly, ktéra jest zdefiniowana dla liczb nieujemnych,
x : [0,00) = R. Funkcja  na odcinku [0, 1] jest zdefiniowana jako identycznos¢, tj. dla t € [0, 1] jest z(¢) = t. Dla
t > 1 funkgja = spelnia nastepujace réwnanie rézniczkowe (wyrazenia w nawiasach sa argumentami funkgji «):

&(t) = z(t) —z(t — 1). (15)

(a) [6 p] Znalez¢ funkcje « dla wszystkich ¢t > 0. Odpowiedz dokfadnie uzasadnié.
Rozwiazanie.

(a) Funkgja jest podana na odcinku ¢ € [0, 1] i jest tam zdefiniowana jako identycznos¢, j. x(¢) = . To powoduje,
ze na odcinku ¢ € [1, 2] réwnanie (15) redukuje sie do postaci

#(t) =x(t) — (t—1). (16)
Réwnanie to mozna tatwo rozwiaza¢. Réwnanie jednorodne jest postaci
(1) = (1), (17)

skad rozwiazanie ogélne réwnania (17) jest postaci z(t) = Ce'. Rozwiazanie ogdlne réwnania (16) otrzymujemy
znajdujac rozwiazanie szczegdlne postaci ot + 3. Podstawiajac do réwnania (16) otrzymujemy o = 1i 5 =0
skad rozwiazanie ogoélne jest postaci

z(t) = Ce’ + . (18)

Poniewaz w zalozeniach zadania jest zalozenie, Ze funkcja x jest klasy C I wiec, w szczegolnosci, musi by¢ ciagta.
Z tego wynika, Ze jest rowniez ciagta w punkcie ¢t = 1, a wiec musi spetnia¢ warunek z(1) = 1. Z warunku tego
mozemy wyznaczy¢ warto$¢ parametru C. Proste obliczenia prowadza do konkluzji, ze C' = 0, skad szczegdlne
rozwiazanie musi by¢ postaci x(t) = ¢ na odcinku [1, 2]! Zatem znalezlisémy funkcje = na odcinku [0, 2].

Powtarzajac powyzsze rozumowanie na odcinku [2, 3] dochodzimy do konkluzji, ze identyczna definicja daje
sie przedtuzac¢ réwniez na ten odcinek. Indukeyjnie dochodzimy do wniosku, ze poprawna definicja funkcji dla
dowolnego ¢t > 0jest z(t) = t.



