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Zadanie 1 Jest dany uklad réwnan rézniczkowych postaci
i‘l 221’1 + X2 — I3
Tg = —x1 +4x9 — 13 (1)

T3 = —x1 + X2 + 223

(a) [6 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.
Rozwiazanie.

(a) Technika rozwiazania polega na znalezieniu bazy, w ktérej macierz uktadu ma posta¢ klatkowa Jordana
(wyklad 1). Macierz ukfadu jest postaci

2 1 -1
A=|-1 4 -1
-1 1 2

Obliczamy wielomian charakterystyczny:
wir)=(2-r) @A@-r+1) 2-r)=—(r-3)7"(r—2)

skad otrzymujemy dwie wartosci wlasne r; = 21iry = 3, z krotnoscia algebraiczna 2.

Obliczamy wektor wilasny dla wartosci wiasnej 71 = 2. Otrzymujemy uklad o macierzy rozszerzonej postaci

0 1 -1 0 01 -1 0
-1 2 -1 0f~|1 0 -1 O
-1 1 0 0 00 0 O

skad tatwo wyznaczamy wektor wlasny hy = [1,1, 1].

Nastepnie obliczamy wektory wiasne dla wartosci wiasnej 7, = 3. Otrzymujemy macierz rozszerzona uktadu

postaci
-11 -1 0 -11 -1 0
-1 -1 0| ~]0 0 0 O
-11 -1 0 0 0 0 O

skad tatwo wyznaczamy dwa wektory wilasne postaci hy = [0,1, 1] i hs = [1, 1, 0] a wiec krotno$¢ geometryczna
wartosci rp rOwniez wynosi 2.

Rozwiazanie jest zatem postaci
T = Clhle% + CQ}L263t + C’ghgedt.

Zadanie 2 Preferencje konsumenta sa opisane funkcja uzytecznosci postaci u(z1, x2) = /1 + 2x2. Ceny débr
wynosza odpowiednio p; i p2 a konsument dysponuje bogactwem w.

(@) [6 p] Znalez¢ funkcje popytu konsumenta.
Rozwiazanie.

(a) Zaczynamy od stworzenia funkcji Lagrange’a postaci

L(x1,x0) = Va1 + 229 — AM(p121 + P2t — w).



Warunki pierwszego rzedu wygladaja w nastepujacy sposéb

oL 1
e g1 =0
oz, 2z

oL

o 9 Apy=0

81172 P2

P1T1 + p2re = W

W kolejnoéci: z drugiego rownania wyznaczamy A, wstawiamy do pierwszego réwnania, wyznaczamy i,
wstawiamy do trzeciego réwnania i wyznaczamy x5 otrzymujac

p2 \? 1 5
r1=(-—"—), 20=—|w— .
4py P2 16py

Zadanie 3 Rozpatrujemy rynek dwéch débr o cenach odpowiednio p; i pe. Podaz pierwszego dobra wynosi
S1(p1) = p1 a podaz drugiego dobra wynosi Sa(p2) = 2p2. Popyt na pierwsze i drugie dobro (tak dlugo jak jest
nieujemny) wynosi odpowiednio

1 1
Di(p1,p2) = — —2p2 i Da(p1,p2) = s— —p1,
1(1 2) ” 2 2(1 2) 2p2 1

co modeluje wptyw cen jednego produktu na popyt na drugi. Zachowanie sig cen jest wprost proporcjonalne to
nadwyzki popytu i jest modelowane poprzez nastepujacy uklad réwnar rézniczkowych

. 1
p1 = Di(p1,p2) — S1(p1) = — — 2p2 — 1
p1 ?)

. 1
P2 = Da(p1,p2) — Sa2(p2) = 5y, P1— 2po
D2

(a) [2 p] Znalez¢é wszystkie r6wnowagi.
(b) [4 p] Zbada¢ lokalna stabilno$¢ réwnowag.
Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim szukamy réwnowag a wiec punktéw krytycznych podanego pola wektorowego. Mamy
zatem

1

— —2pp—p1=0
P

1
S —p1—2p2=0
P2

Wyznaczajac z drugiego rownania p; i wstawiajac do pierwszego réwnania otrzymujemy

2p2 1 —4p3
1 —4p3 2p2
4p3 — (1= 4p3)* = 4p3(1 — 4p3)
1
2

= 2ps

4p; =
1

NG

Korzystajac z pierwszego rownania otrzymujemy p; = 1/1/2. Jedyna réwnowaga to punkt
= ()
p \/§7 2\/§ N

2



Aby zbadac¢ lokalna stabilnos¢ réwnowagi p obliczamy linearyzacje pola wektorowego w réwnowadze. Mamy
-1 -1 -2
Df(p)=| PV
f(p) [ 1 k- 2}
i konsekwentnie

DJ(p) = [j’ :2} |

Obliczamy wielomian charakterystyczny otrzymujac
w(r)=(—r—=6) (—r—3)—2
skad mamy warto$ci wiasne postaci

V1749 . V17 -9

r = 9 To = D)

Nietrudno zauwazy¢, ze obie warto$ci wlasne sa ujemne a wiec na mocy twierdzenia Lapunowa réwnowaga
jest lokalnie asymptotycznie stabilna.

Zadanie 4* Popyt konsumenta na pierwsze dobro (bedacy rozwiazaniem zadania optymalizacji) jest dany
funkcja z(p1, p2, w), gdzie py, £ = 1,2 sa cenami d6br a w to bogactwo.

Niech beda ustalone ceny p1, P2 i bogactwo w. Wiemy, ze w tej sytuacji, liniowe przyblizenie zmiany popytu
przy wzroscie ceny pierwszego dobra i drugiego dobra wynosi odpowiednio —1/21i —1/3.

(a) [6 p] Ile wynosi liniowe przyblizenie zmiany popytu przy wzroscie bogactwa? Odpowiedz bardzo doktadnie
uzasadnic!

Rozwiazanie.

(a) Przede wszystkim zauwazamy', ze popyt « musi by¢ jednorodny stopnia 0. Skoro tak to mozemy skorzysta¢
z twierdzenia Eulera dla funkcji jednorodnej postaci (dla funkcji jednorodnej stopnia 0)

Oz(p,w) . Ox(p, «@)ﬁ N dx(p, )

w = 3
op1 Pyt Opo ? ow =0 ©)
skad bezposrednio otrzymujemy
Ox(p, w) B 1 /p1 N 2}
ow w o\ 2 3 )

Zadanie 5 Dane jest réwnanie rézniczkowe postaci
& 22t% = 23t + ot® 4)
(a) [6 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.

Rozwiazanie.

(a) Podane réwnanie po obu stronach zawiera wielomiany jednorodne tego samego stopnia. Mamy wiec
pa?t? = 2%t = at?
()= )
—z(—) == |- =
4 t 4 t t

1 Albo wiemy to z wyktadu mikroekonomii albo zauwazamy, ze pomnozenie przez te sama liczbe dodatnia zaréwno obu cen jak i
bogactwa nie zmienia zbioru budzetowego i konsekwentnie rozwiazania.




Stosujemy podstawienie x = ut skad & = u + tu i konsekwentnie

(u+ti) u? = u® +u

tuu =1
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Ostatnie réwnanie zadaje zaleznos¢ pomiedzy u i t. Mnozac obie strony przez t* otrzymujemy

1
5(ut)2 +Ct? = t*In |t|
2? =2 (P In|t| — Ct?)



