Nazwisko i Imie Rozwiazania Indeks

Ekonomia Matematyczna 28.01.2010

Zadanie 1 Firma produkuje doskonale podzielne dobro y korzystajac z jednego doskonale podzielnego czynnika
produkdji z, gdzie technologia jest dana poprzez liniowa funkcje produkgji y = f(z) = . Jednostkowe koszty
czynnika produkcji wynosza w € (0, 1).

Wielko$¢ produkcji firmy wptywa na cene jednostkowa produkowanego dobra poprzez funkcje p(y) = e~ v.

Zakladamy, ze rynek jest zawsze w réownowadze, tj. catoé¢ wyprodukowanego dobra jest sprzedana.

(a) [1 p] Zapisaé funkgje zysku firmy (dla dowolnej funkcji produkcji oraz dowolnej zaleznosci ceny od wielkosci
produkgji).

(b) [3 pl Zapisa¢ warunek optymalnosci pierwszego rzedu w terminach elastycznoéci ceny od wielkosci
produkgji.

(c) [2 p] Uzasadnig, ze dla podanych konkretnych funkgji f i p istnieje rt6wnowaga rynkowa.
Rozwiazanie.

(a) Przychéd firmy to p(y(z))y(z) a koszt to wz stad funkcja zysku jest postaci
h(z) = p(y(@)) y(z) —wa. 1)

(b) Warunki pierwszego rzedu sa postaci
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(c) Aby uzasadni¢ istnienie rownowagi dla konkretnych podanych funkcji wstawiamy je do (1) otrzymujac
h(z) = xe™® —wa. (2)
Rézniczkujac (2) otrzymujemy
an e "(l—z)—w
dr '
Nietrudno zauwazy¢, ze dh(0)/dz = 1 — w > 0 ze wzgledu na zalozenie, w € (0,1) oraz lim, ., dh(x)/dz =
—w < 0. A zatem z ciaglosci funkgji musi istnie¢ taki punkt & w ktérym dh(#)/dxz = 0 oraz granice wynosza 07 i

0~ dla granicy lewostronnej i prawostronnej odpowiednio. Taki punkt jest maksimum lokalnym i poszukiwana
réwnowaga.

Zadanie 2 Dane jest réwnanie rézniczkowe postaci

& — 2 4+ x = sin(t). 3

(a) [6 p] Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogélne.



Rozwiazanie. Wielomian charakterystyczny jest postaci
w(r) =72 —2r+1=(r —1)
stad = 11 rozwiazania bazowe sa postaci e’ i te’ a rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego jest postaci

x = Chel + Cytel.

Rozwiazania szczegdlnego poszukujemy w postaci u = asin(t) + bcos(t). Wstawiajac u do (3) i upraszczajac
otrzymujemy
2bsin(t) — 2a cos(t) = sin(t),

skad a = 01 b = 1/2. Ostatecznie rozwiazanie ogdlne jest postaci

1
x = Cre’ + Cote’ + 3 cos(t)

Zadanie 3 Dany jest uklad réwar rézniczkowych postaci

{7”1:””%_“ @

To = —X1 — T2

(a) [2 p] Znalez¢é wszystkie réwnowagi.
(b) [4 p] Zbada¢ stabilno$¢ réwnowag.
Rozwiazanie.

(a) Poszukujemy réwnowag ukltadu (4) a wiec punktéw spetniajacych uktad postaci

{0:1'?—1'2 5)

O = —T1 — X2
Korzystajac z drugiego réwnania mamy —x» = z i wstawiajac to do réwnania pierwszego otrzymujemy
Iq (.’t 1+ 1) =0

skad mamy dokladnie dwa punkty a = (0,0) i b = (—1, 1) spelniajace uktad (5).

(b) Aby zbada¢ stabilno$¢ réwnowag linearyzujemy uklad (4) otrzymujac macierz pierwszej rézniczki postaci

o 21’1 -1
=

Dla kazdej rownowagi obliczamy macierz .J oraz jej wartoéci wlasne otrzymujac dla punktu a

- —1++5
J(a) = { ! 1} i warto$ci wlasne r = J
-1 -1 9
oraz dla punktu b
e - —-3++V5
J(a) = [_% _ﬂ i wartosci wiasne r = T\f



W przypadku punktu a istnieje dodatnia warto$¢ wiasna wiec jest to réwnowaga niestabilna. W przypadku
punktu b obie warto$ci wlasne sa ujemne wiec jest to rownowaga stabilna.

Zadanie 4 Dany jest ukfad réwnan rézniczkowych postaci
1 =21 + 223

To = X9 + X3 (6)

i?g =1 — T2 — I3
(a) [4 p] Znalez¢ rozwiazanie ogdlne.
(b) [2 p] Czy réwnowaga 0 = (0,0, 0) jest stabilna? Odpowiedz uzasadnié¢.
Rozwiazanie.

(a) Rozwiazania og6lnego szukamy w sposéb standardowy. Macierz wspétczynnikéw A uktadu (6) jest postaci

Wielomian charakterystyczny jest postaci
wr)y=det(A—rD) =2 -1+ ((-r—1) Q1-r)+1) (1-r)=—(r—1) (r*-2),

skad otrzymujemy trzy wartosci wlasne ry = —v/2, 7, = 1 oraz r3 = V2.

Nastepnie obliczamy wektory wlasne. Przyktadowo dla r; = v/2 otrzymujeym uklad réwnan o nastepujacej
macierzy wspoétczynnikéw

1-V2 0 2 ktory sprowadzamy 0 1-v2 1
0 1-v2 ! do postaci bazowej v 0 o
1 -1 —-1-V2 1 -2 0

skad tatwo odnajdujemy, ze baza zbioru rozwiazan moze by¢ wektor [2,1,/2 — 1].

Podobnie postepujemy w przypadku pozostatych dwoch wartosci wlasnych otrzymujac rozwiazanie postaci

2 1 2
x=C 1 e V2 +Cy 1] et +Cy 1 eV2t,
—-1-v2 0 V2-1

(b) Poniewaz istnieje dodatnia warto$¢ wtasna (np. o = 1), wiec rtébwnowaga 0 nie jest stabilna.

Zadanie 5 Dane jest réwnanie rézniczkowe postaci

i(t) = (a(t) +1)°. )
(a) [4 p] Czy istnieje funkcja wielomianowa stopnia n > 1, ktdra jest rozwiazaniem powyzszego réwnania?
Odpowiedz dokladnie uzasadnic.
(b) [2 p] Podaé dowolne rozwiazanie szczeg6lne powyzszego réwnania. Nalezy uzasadnic, ze jest to rozwiazanie.
Rozwiazanie.

(a) Nie, taki wielomian nie istnieje. Zat6zmy, Ze istnieje taki wielomian i jest stopnia n > 1. Wtedy po lewej
stronie réwnania (7) bedzie stal wielomian stopnia n» — 1 a po prawej stronie réwnania (7) wielomian stopnia 3n.
Sprzecznos¢.



(b) Przyktadowym rozwiazaniem jest funkgja stata postaci z(¢t) = —1. Funkcja taka jest rozwiazaniem (szczego6l-
nym) gdyz po wstawieniu do réwnania (7) otrzymujemy
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