Nazwisko i Imie Rozwiazania Indeks

Ekonomia Matematyczna 19.11.2009 1

Zadanie 1 Konsument przy dokonywaniu wyborow kieruje sie funkcja uzytecznosci postaci u(z,y) = x1 +4/Z2.
Ceny jednostkowe dobr sa zadane wektorem cen p = (p1,p2) € ]Ri a bogactwo konsumenta oznaczamy przez
w > 0. Zakladamy, ze dobra sa doskonale podzielne.

(a) Znalezé optymalny wybor konsumenta (sprawdzi¢ warunki pierwszego i drugiego rzedu).
(b) Pokazaé, ze funkcja popytu na drugie dobro z2(p) jest jednorodna stopna 0.

(c) Jezeli x(w) = (1 (w), x2(w)) jest popytem konsumenta przy ustalnych cenach w zaleznosci od bogactwa w
to jak wyglada taka krzywa (wealth expansion path).

Rozwigzanie. Rozwiazujemy standardowe zagadnienie optymalizacji z ograniczeniem w postaci rownosci. Funk-
cja Lagrange’a wyglada w nastepujacy sposob
L(x) = x1 + 422 — AM(p121 + p2a — w). (1)

Roézniczkujac po kazdej ze zmiennych oraz dodajac ograniczenie otrzymujemy uktad trzech réwnan nastepujacej
postaci
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7 pierwszego rownania otrzymujemy A = 1/p;. Wstawiajac do drugiego réwnania otrzymujemy xo = 4(p1/p2)?.
Korzystajac z ostatniego ograniczenia otrzymujemy x, = (wps — 4p?)/(p1p2). Punkt podejrzany o ekstremum
oznaczany przez X.

Nastepnie sprawdzamy warunki drugiego rzedu. W tym celu obliczamy macierz drugiej pochodnej funkcji L
otrzymujac
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Przestrzen styczna do ograniczenia w kazdym punkcie (ze wzgledu na liniowo$¢ ograniczenia) jest rozpieta na
wektorze [ps, —p1]. Sprawdzamy znak formy kwadratowej D?L(X) na tym wektorze otrzymujac
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Zatem forma kwadratowa jest na przestrzeni stycznej okreslona ujemnie skad punkt % jest maksimum®.

Funkcja popytu na drugie dobro jest dana wzorem &5 = 4(p;/p2)? skad mamy

a zatem funkcja jest jednoroda stopnia 0.

Krzywa wealth expansion path jest oczywiscie prosta pozioma, bo popyt na drugie dobro nie zalezy od bogactwa
a popyt na pierwsze dobro jest liniowa rosnaca funkcja bogactwa.

Zadanie 2 Dane jest réwnanie rézniczkowe postaci
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1Prosze zwrocié uwage, ze warunki regularnosci sa automatycznie spetnione!



(a) Poda¢ rzeczywiste rozwiazanie ogolne.

Rozwigzanie. Zaczynamy od rozwiazania réwnania jedenorodego. Wypisujemy wielomian charakterystyczny
w(\) =A% — 2\ + 3. (6)

Powyzsze rownanie ma pare pierwiatkéw sprzezonych A\; = 1 — V2 i A =1+ iv2. Rozwiazanie rownania
jednoroednego musi wiec byé¢ postaci

r=ce (01 sin(tv2) + Cs cos(tx/?)) . (7)

Aby znalezé¢ rozwiazanie ogdlne rownanie niejednorodnego trzeba jeszcze znalezé dowolne szczegodlne rozwiazanie
rownania niejednorodnego. Rozwiazania tego poszukujemy w postacie at +b. Wstawiajac te funkcje do rownania
(5) otrzymujemy a = 1/3 oraz b = 2/9 skad rozwiazanie ogolne jest postaci
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Zadanie 3 Dany jest uktad réwan rézniczkowych postaci
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(a) Znalez¢ wszystkie rownowagi (odpowiedz uzasadnic).
(b) Zbada¢ stabilnosé rownowag.

Rozwigzanie. Przede wszystkim trzeba znalez¢ wszystkie rownowagi. W tym celu szukamy wszystkich punktow
krytycznych pola wektorowego, tj. rozwiazujemy uklad rownan

{OGIIL'Q (9)

0=1-— X1 — T2
7 pierwszego rOwnania otrzymujemy zo = e”'. Wstawiajac to do drugiego rownania otrzymujemy
h(z1)=1—x; —e™ =0. (10)

Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja h jest ciagla oraz w —oo dazy do +o0o0 a w +00 dazy do —oo stad musi isntie¢
przynajmniej jedno rozwiazanie. Co wiecej funkcja ta jest monotonicznie malejaca (np. policzyé¢ pochodna).
Zatem rownowaga moze by¢ tylko jedna. Latwo zauwazyé, ze x1 = 0 spelnia to rownanie. Konsekwentnie jedyna
rownowaga to x = (0,1).

Aby zbada¢ stabilno$¢ tej rownowagi obliczamy linearyzacje pola (8) otrzymujac

1 _ .
Df(x) = {e_l _ﬂ oraz w punkcie X D f(Xx) = {_11 _ﬂ (11)
Teraz wystarczy policzyé wartogci wlasne macierzy Df(%). Otrzymujemy A\; = —+/2 oraz Ao = /2 a zatem

rownowaga jest niestabilna (punkt siodlowy).

Zadanie 4 Dany jest uktad réwnan rézniczkowych postaci

{jzl = —X1 — T2 (12)

II'ZQ = 4.’171 —+ X9



(a) Znalez¢é rozwiazanie ogolne.

Rozwigzanie. Zaczynamy od obliczenia wartosci wtasnych macierzy
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Obliczenia te wykonujemy standardowo otrzymujac jedna wartosé wlasna A = 1 o krotnosci algebraicznej 2.
Nastepnie obliczamy wektory wtasne. Ponownie obliczenia te sa standardowe i w ich wyniku otrzymujemy
jeden wektor wlasny hy = [1,—2]. Aby uzyskac¢ rozwiazanie konieczne jest znalezienie drugiego rozwiazania
niezaleznego. W tym celu szukamy serii zwigzanej z wartoscia wlasna A, tj. szukamy wektora ho spelniajacego
Ahg = Ahy + hy. Obliczenia sa standardowe a przykladowy wektor spelniajacy to réwnanie to hy = [0, —1].
Ostatecznie rozwiazanie jest postaci
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Zadanie 5 Dana jest funkcja x(t) spelniajaca réwnanie rézniczkowe & — (1 — ¢ + x)% = 0.
(a) Czy funkcja ta ma minimum a jezeli tak to gdzie? OdpowiedZ dokladnie uzasadnic.

Rozwigzanie. Z réwnania wynika, ze druga pochodna funkcji jest nieujemna, stad funkcja musi by¢ wypukta,
ale niekoniecznie $cisle wypukla. Przyktadowo funkcja x = ¢ — 1 spelnia réwnanie i nie ma minimum.



