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Zadanie 1 Niech dane będzie równanie różniczkowe postaci

ẍ(t)− ẋ(t)− 2x(t) = 2t. (1)

(a) Znaleźć rozwiązanie powyższego równania dla warunków początkowych postaci x(0) = 1 i ẋ(0) = 0.

Rozwiązanie. W pierwszym kroku rozwiązujemy równanie jendorodne postaci

ẍ(t)− ẋ(t)− 2x(t) = 0. (2)

Wielomian charakterystyczny jest postaci

w(λ) = λ2 − λ− 2 = (λ+ 1)(λ− 2), (3)

skąd otrzymujemy λ1 = −1 i λ2 = 2 i konsekwentnie rozwiązanie równania jednorodnego (2) jest postaci

x(t) = C1e−t + C2e2t, (4)

gdzie Ci, i = 1, 2 są dowolnymi stałymi.

Aby otrzymać rozwiązanie równania niejednorodnego (1) używamy funkcji testowej postaci y(t) = at+ b, a więc mamy
ẏ(t) = a oraz ÿ(t) = 0. Wstawiając to do równania niejednorodnego (1) otrzymujemy równanie postaci

0− a− 2(at+ b) = 2t (5)

skąd przekształcając otrzymujemy
−2at− a− 2b = 2t. (6)

Porównując współczynniki przy odpowiednich potęgach otrzymujemy układ równań liniowych postaci

−2a = 2
−a− 2b = 0

co prowadzi do rozwiązania postaci a = −1, b = 1/2 i w konsekwencji rozwiązanie ogólne równania niejednorodnego (1)
jest postaci

x(t) = C1e−1 + C2e2t − t+
1
2

(7)

Wstawiając warunki początkowe do rozwiązania (7) otrzymujemy następujący układ równań

C1 + C2 +
1
2

= 1

−C1 + 2C2 − 1 = 0

skąd obliczamy

C1 = 0 i C2 =
1
2

Zadanie 2 Dla pewnego towaru funkcja popytu w zależości od ceny jest dana jako D(p) = a − bp, gdzie a, b > 0, a
funkcja podaży jako S(p) = p, oraz zakładamy, że cena p > 0. Cena na rynku dostosowuje się zgodnie z równaniem
różniczkowym opartmy o nadwyżkę popytu postaci

ṗ(t) = D(p(t))− S(p(t)) = a− bp(t)− p(t). (8)



(a) Czy dla dowolnych a, b > 0 istnieje cena równowagi? Dla tych a, b > 0, dla których cena równowagi istnieje, czy jest
ona globalnie asymptotycznie stabilna?

(b) Znaleźć rozwiązanie powyższego równania dla warunku początkowego p(0) = a/(2b).

Rozwiązanie. Zaczynamy od rozwiązania punktu (b). Należy rozwiązać równanie (8) postaci

ẋ = a− (1 + b)x, (9)

które jest równoważne równaniu postci ∫
dp

a− (1 + b)p
=
∫
dt, (10)

gdzie całkując obie strony i przekształcając otrzymujemy rozwiązanie ogólne postaci

p(t) =
a− Ce−(1+b)t

1 + b
, (11)

gdzie C ∈ R. Korzystając z warunku początkowego p(0) = a/(2b) obliczamy wartość stałej całkowej C = a − a(b +
1)/(2b).

Wracamy do punktu (a). Ponieważ a, b > 0 z założenia więc funkcja D(p)−S(p) = a− (1 + b)p przyjmuje wartość a dla
p = 0 oraz dąży do −∞ przy p→∞. Ponieważ funkcja ta jest ciągła, więc istnieje p > 0 takie, że funkcja ta się zeruje,
co jest równoważne istnieniu równowagi.

Druga metoda polega na obliczeniu równowagi bezpośrednio. Wynosi ona a/(1 + b) i dla dodatnich wartości parametrów
określa cenę równowagi. Korzystając z rozwiązania ogólnego (11) konkludujemy, że przy t ↑ ∞ cena zbiega do wartości
równowagowej a/(1 + b). Ponieważ układ jest liniowy, więc stabilność jest globalna.

Zadanie 3 Firma produkuje dobro w ilości q. Koszt produkcji ilości q dobra wynosi C(q) = αq + βq2. Przy cenie
jednostkowej dobra wynoszącej p zysk firmy wynosi π(q) = pq − C(q) = pq − αq − βq2.

(a) Jaka jest optymalna wielkość S(p) produkcji firmy (maksymalizująca zysk) przy zadanej cenie jednostkowej dobra p?

Popyt na rynku jest zadany funkcją D(p) = γ − δp. Zakładamy, że firma optymalizuje produkcję na okres t + 1
korzystając z poziomu cen pt obowiązujących w chwili t, oraz, że w każdym okresie rynek znajduje się w równowadze,
tj. S(pt) = D(pt+1).

(b) Wyprowadzić równanie różnicowe na zachowanie się cen pt oraz rozwiązać je.

Rozwiązanie. Punkt (a) jest oczywisty. Oby otrzymać optymalną wielkość produkcji przy zadanej cenie różniczkujemy
funkcje zysku π(q) = pq − αq − βq2 i przyrównujemy do 0, a następnie rozwiązujemy względem q otrzymując

S(p) =
p− α
2β

. (12)

Sprawdzamy również warunki drugiego rzędu (lub zauważamy, że funkcja ta jest wielomianem kwadratowym o ramionach
skierowanych w dół).

Punkt (b) zaczynamy od napisania warunku równowagi

S(pt) = D(pt+1)
... podstawiamy definicje obu funkcji ...

γ − δpt+1 =
pt − α

2β
... przekształcamy ...

pt+1 =
[
− 1

2βδ

]
pt +

[
α

2βδ
+
γ

δ

]
.

(13)
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Rozwiązanie ostatniego równania jest następującej postaci

pt = at

(
p0 −

b

1− a

)
+

b

1− a
, (14)

gdzie

a = − 1
2βδ

oraz b =
α

2βδ
+
γ

δ
,

i zakładamy, że a 6= 1, co jest naturalne przy ekonomicznej interpretacji parametrów modelu.

Zadanie 4 Dany jest układ równań różnicowych postaci
x1(t+ 1) =

1
32

(−11x1(t) + 5x2(t))

x2(t+ 1) =
1
32

(15x1(t)− x2(t))
(15)

(a) Podaj rozwiązanie ogólne powyższego układu.

Rozwiązanie. Standardowo zapisujemy układ (15) w postaci macierzowej

xt+1 =
1
32

[
−11 5
15 −1

]
xt, (16)

gdzie xt = (x1t, x2t). Obliczamy wartości własne i wektory własne macierzy z równania (16) otrzymując λ1 = 1/8,
λ2 = −1/2 oraz odpowiadające im wektory własne v1 = [1, 3], v2 = [1,−1]. Ostatecznie rozwiązanie ogólne jest postaci

xt = C1

[
1
3

](
1
8

)t

+ C2

[
1
−1

](
−1

2

)t

.

Zadanie 5 Funkcja użyteczności konsumenta jest dana wzorem u(x1, x2) = min{x1, x2}. Ceny jednostkowe dóbr
wynoszą p1 = 4 i p2 = 1 a bogactwo konsumenta w = 20.

(a) Znaleźć optymalny koszyk (x?
1, x

?
2) konsumenta.

Rozwiązanie. Ze względu na postać funkcji użyteczności koszyk optymalny musi spełniać x1 = x2 (warto narysować
krzywe obojętności tej funkcji). Otrzymujemy zatem układ rówań postaci

4x1 + x2 = 20
x1 = x2

(17)

skąd x1 = x2 = 4.

3


