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Zadanie 1 Niech dane begdzie réwnanie rézniczkowe postaci

B(t) — d(t) — 2a(t) = 2t. (1)

(a) Znalez¢ rozwiagzanie powyzszego réwnania dla warunkéw poczatkowych postaci 2:(0) = 11 £(0) = 0.

Rozwiazanie. W pierwszym kroku rozwiazujemy réwnanie jendorodne postaci

Z(t) — x(t) — 2z(t) = 0. 2)
Wielomian charakterystyczny jest postaci
wA) =X =A=2=A+1)(\-2), 3)
skad otrzymujemy A\; = —11 Ao = 2 i konsekwentnie rozwiazanie rownania jednorodnego (2) jest postaci
z(t) = Cre™" + Cge®, “4)

gdzie C;, i = 1,2 sa dowolnymi statymi.

Aby otrzymaé rozwiazanie réwnania niejednorodnego (1) uzywamy funkcji testowej postaci y(t) = at + b, a wigc mamy
y(t) = a oraz §j(t) = 0. Wstawiajac to do réwnania niejednorodnego (1) otrzymujemy réwnanie postaci

0—a—2(at+b) =2t (%)

skad przeksztatcajac otrzymujemy
—2at —a —2b = 2t. (6)

Poréwnujac wspétczynniki przy odpowiednich potggach otrzymujemy uktad réwnan liniowych postaci

—2a =2
—a—2b=0
co prowadzi do rozwiazania postaci a = —1, b = 1/2 i w konsekwencji rozwigzanie ogdlne réwnania niejednorodnego (1)
jest postaci
1
z(t) = Cre ! + Coe® —t + = (7)

2

Wstawiajac warunki poczatkowe do rozwiazania (7) otrzymujemy nastgpujacy uktad réwnan

1
Cl+02+§:1

-C1+205,—-1=0

skad obliczamy
) 1
Cl =0 1 CQ = 5

Zadanie 2 Dla pewnego towaru funkcja popytu w zalezosci od ceny jest dana jako D(p) = a — bp, gdzie a,b > 0, a
funkcja podazy jako S(p) = p, oraz zaktadamy, ze cena p > 0. Cena na rynku dostosowuje si¢ zgodnie z réwnaniem
r6zniczkowym opartmy o nadwyzke popytu postaci

p(t) = D(p(t)) = S(p(t)) = a = bp(t) — p(t). ®



(a) Czy dla dowolnych a, b > 0 istnieje cena réwnowagi? Dla tych a, b > 0, dla ktérych cena réwnowagi istnieje, czy jest
ona globalnie asymptotycznie stabilna?

(b) Znalez¢ rozwiazanie powyzszego réwnania dla warunku poczatkowego p(0) = a/(2b).

Rozwiazanie. Zaczynamy od rozwigzania punktu (b). Nalezy rozwiaza¢ rownanie (8) postaci

#=a—(1+b)z, )

o
| e=rm =/ "

gdzie catkujac obie strony i przeksztalcajac otrzymujemy rozwiazanie ogélne postaci

ktére jest rtOwnowazne roéwnaniu postci

a— Cef(l+b)t

1+b (n

p(t) =

gdzie C' € R. Korzystajac z warunku poczatkowego p(0) = a/(2b) obliczamy warto$¢ statej catkowej C' = a — a(b +
1)/(20).

Wracamy do punktu (a). Poniewaz a, b > 0 z zalozenia wigc funkcja D(p) — S(p) = a — (1 + b)p przyjmuje warto$¢ a dla
p = 0 oraz dazy do —oo przy p — oo. Poniewaz funkcja ta jest ciagta, wigc istnieje p > 0 takie, ze funkcja ta si¢ zeruje,
co jest rownowazne istnieniu réwnowagi.

Druga metoda polega na obliczeniu réwnowagi bezposrednio. Wynosi ona a/(1 + b) i dla dodatnich wartosci parametréw

okresla ceng rownowagi. Korzystajac z rozwiazania ogdélnego (11) konkludujemy, ze przy ¢ T oo cena zbiega do wartosci
réwnowagowej a/(1 + b). Poniewaz uktad jest liniowy, wigc stabilno$¢ jest globalna.

Zadanie 3 Firma produkuje dobro w ilosci g. Koszt produkcji ilosci ¢ dobra wynosi C(q) = aq + B¢%. Przy cenie
jednostkowej dobra wynoszacej p zysk firmy wynosi 7(q) = pqg — C(q) = pq — aq — Bq¢>.

(a) Jaka jest optymalna wielko$¢ S(p) produkeji firmy (maksymalizujaca zysk) przy zadanej cenie jednostkowej dobra p?

Popyt na rynku jest zadany funkcja D(p) = ~ — dp. Zakladamy, ze firma optymalizuje produkcje¢ na okres ¢ + 1
korzystajac z poziomu cen p; obowiazujacych w chwili ¢, oraz, ze w kazdym okresie rynek znajduje si¢ w réwnowadze,

tj. S(pt) = D(pey1)-
(b) Wyprowadzi¢ réwnanie réznicowe na zachowanie si¢ cen p; oraz rozwiazac je.

Rozwiazanie. Punkt (a) jest oczyW1sty Oby otrzymac optymalna wielkos$¢ produkcji przy zadanej cenie rézniczkujemy
funkcje zysku 7(q) = pq — aq — B¢? i przyréwnujemy do 0, a nastepnie rozwiazujemy wzgledem ¢ otrzymujac

ﬂm:p%“ (12)

Sprawdzamy réwniez warunki drugiego rzedu (lub zauwazamy, ze funkcja ta jest wielomianem kwadratowym o ramionach
skierowanych w dot).

Punkt (b) zaczynamy od napisania warunku réwnowagi
S(pt) = D(pr+1)
... podstawiamy definicje obu funkcji ...

bt — &
26

B 1 o
P [ 2ﬂ6}pt*'[2ﬁ6'* }

... przeksztatcamy ... (13)

- 5pt+1 =



Rozwiazanie ostatniego rOwnania jest nastgpujacej postaci

b b
pe=a"(po— + , (14)
1—a 1-a
gdzie

1 «o ¥

= h= — 4+ L

a 255 oraz 2&;—&—5,
i zaktadamy, Ze a # 1, co jest naturalne przy ekonomicznej interpretacji parametréw modelu. [

Zadanie 4 Dany jest uktad réwnan réznicowych postaci

st 41) = 3i2 (—1121(8) + 52(8))
1 (15)
wa(t+1) = 55 (1524(1) — (1)

(a) Podaj rozwiazanie ogdlne powyzszego uktadu.

Rozwiazanie. Standardowo zapisujemy uktad (15) w postaci macierzowej
1 {-11 5
Xt+1 = 39 { 15 1} Xt, (16)

gdzie x; = (x14, o). Obliczamy warto$ci wlasne i wektory wlasne macierzy z réwnania (16) otrzymujac Ay = 1/8,
Ay = —1/2 oraz odpowiadajace im wektory wlasne v* = [1, 3], v? = [1, —1]. Ostatecznie rozwiazanie ogélne jest postaci

e-al) () e[

Zadanie 5 Funkcja uzytecznosci konsumenta jest dana wzorem u(z1,z2) = min{zy,z2}. Ceny jednostkowe débr
wynosza p; = 41 py = 1 a bogactwo konsumenta w = 20.

(a) Znalez¢ optymalny koszyk (z7, z3) konsumenta.
Rozwiazanie. Ze wzgledu na posta¢ funkcji uzytecznosci koszyk optymalny musi spetnia¢ x1 = o (warto narysowac
krzywe obojetnosci tej funkcji). Otrzymujemy zatem uktad réwan postaci

41 4+ x9 = 20

1 = X2

7)

skad 1 = zo = 4. [



