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Zadanie 1 Niech dane bedzie réwnanie rézniczkowe postaci
B(t) + @) — 22(t) =2 + 1. (1)
(a) Znalezé rozwiazanie powyzszego rownania dla warunkéw brzegowych postaci (0) = —11i z(-1) = 1.
Rozwigzanie. W pierwszym kroku rozwiazujemy réwnanie jendorodne postaci
Z(t) + x(t) — 2x(t) = 0. (2)
Wielomian charakterystyczny jest postaci
wA) =X+ A-2=A-1)(A+2), (3)
skad otrzymujemy A\ =11 Ay = —2 i konsekwentnie rozwigzanie rownania jednorodnego (2) jest postaci
z(t) = Cre’ + Cye 2 (4)

gdzie C;, i = 1,2 sa dowolnymi stalymi.
Aby otrzymaé rozwigzanie réwnania niejednorodnego (1) uzywamy funkcji testowej postaci y(t) = at? + bt + c,
a wiec mamy y(t) = 2at + b oraz §(t) = 2a. Wstawiajac to do rownania niejednorodnego (1) otrzymujemy
réwnanie postaci
2a + 2at + b — 2(at® + bt +¢) =t + 1, (5)
skad przeksztalcajac otrzymujemy
—2at? + (2a — 2b)t + (2a + b — 2¢c) = t* + 1. (6)

Poréwnujac wspoltczynniki przy odpowiednich potegach otrzymujemy uktad réwnan liniowych postaci

—2a=1
2a—2b=0
20 +b—2c=1
co prowadzi do rozwiazania postaci a = —1/2, b = —1/2 i ¢ = —5/4 i w konsekwencji rozwiazanie ogolne
rownania niejednorodnego (1) jest postaci
1 1 5
z(t) = Cre' + Coe ™ + [ -zt — -t — = ). 7
x(t) 1"+ Che™ " + 5 2t =7 (7)

Wstawiajac warunki brzegowe do rozwiazania (7) otrzymujemy nastepujacy uktad rownan
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skad obliczamy
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Zadanie 2 Dla pewnego towaru funkcja popytu w zalezosci od ceny jest dana jako P(p) = 1/p a funkcja podazy
jako S(p) = ap, gdzie a > 0 oraz zaktadamy, ze cena p > 0. Cena na rynku dostosowuje sie zgodnie z rownaniem
rézniczkowym opartmy o nadwyzke popytu postaci

— ap(t). (8)



(a) Czy dla dowolnego a > 0 istnieje cena rownowagi? Dla tych « > 0, dla ktorych cena rownowagi istnieje,
to czy jest ona globalnie asymptotycznie stabilna? (b) Znalezé rozwiazanie powyzszego rownania dla warunku
poczatkowego p(0) = 0.

Rozwiazanie. Istnienie wynika z faktu, ze prawa strona réwnania (8) jest postaci (1 — ap?)/p i dla dowolnego
a > 0 istnieje dodatni pierwiastek rownania kwadratowego postaci p = 1/y/a > 0. Dla dowolnych p < p prawa
strona (8) jest dodatnia a dla p > p jest ujemna.

Przeksztalcamy w nastepujacy sposob réwnanie (8)
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gdzie C' € R jest stala. Dla warunku poczatkowego p(0) = 0 mamy
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skad ostatecznie otrzymujemy rozwiazanie szczeg6lne postaci
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W szczegolnosci jest jasne, ze przy t | oo mamy p(t) — 1/\/a
Zadanie 3 Niech Y; oznacza dochdd narodowy, I; inwestycje a Sy oszczednosci, gdzie ¢ € N oznacza czas.
Zalt6zmy, ze oszczednosci w chwili ¢ sa proporcjonalne do dochodu narodowego, tj. zaktadamy, ze

Sy = aYs, gdzie a > 0. (16)

Dodatkowo, zakladamy, ze inwestycje w okresie t + 1 sa proporcjonalne do przyrostu dochodu narodowego,
tj. zakltadamy, ze
Iiyr = p(Yig1 — Y2), gdzie 8 > a > 0. (17)

Dodatkowo zakladamy warunek réwnowagi postaci
St = 1. (18)
(a) Wyprowadzi¢ rownanie roznicowe na Y; i rozwiazac.

Rozwiagzanie. Rownanie (17) mozna przeksztalci¢ do postaci

Iiv1 = (Y41 — Y2) (19)
Sip1 = B(Ye1 — Yr) (20)
aYiy = B(Yiq — Y2) (21)

skad rozwiazujac ostatnie rownanie (21) otrzymujemy
I6;

oot (22)

Yig1 =



Jest jasne, ze rozwiazanie réwnania (22) jest postaci

vi-(525) % (23)

Zadanie 4 Dany jest uklad réwnan roznicowych postaci
1
1 (t+1) = 8 (521 (t) + 2x2())
1
zalt +1) = 5 (523(8) — 21(1))

(a) Podaj rozwiazanie ogolne powyzszego ukladu.

Rozwigzanie. Uklad (24) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej jako

x(t+ 1) = { 3/11/89 éﬁﬂ x(t), (25)

gdzie x(t) = (21(¢), z2(t)). Obliczajac wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy wystepujacej w rownaniu (25)
otrzymujemy

71 ,17 2 71 (27 1
)\1*? v [J oraz )\2—57 v [2} (26)

skad rozwiazanie ogolne ukladu (24) jest postaci
1\' 1\'
X(t) = CflfU1 (3) + CQ’U2 (2> (27)

Zadanie 5 Funkcja uzytecznosci konsumenta jest dana wzoremu(z1, z9) = /T122. Wiadomo, ze przy pewnych
cenach p; i py oraz bogactwie konsumenta w = 20, konsument kupuje koszyk z; = 51 z9 = 10. (a) Znalezé ceny
p1 1 pa. (b) Ile konsument bedzie kupowal dobra pierwszego, jezeli jego bogactwo wzrosnie dwa razy?

Rozwigzanie. Konsument rozwiazuje nastepujace zagadnienie optymalizacji statycznej z ograniczeniami

max u(x), z ograniczeniem pyx; + pazy = w. (28)
X

Funkcja Lagrange’a jest postaci
L(x) = Vz1za — A(p121 + p2z2 — w) (29)
skad warunki pierwszego rzedu sa postaci
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2 TiTs b1 W P2 ( )
Dzielac réwnania stronami i upraszczajac otrzymujemy
x
T2 _ P (31)
T P2

Wstawiajac dane liczbowe do ograniczenia oraz do (31) otrzymujemy uktad réwnan liniowych postaci

p1 = 2p2
5p1 +1 —p2 =20

skad mamy p; =21 ps = 1.



Poniewaz proporcje koszyka zaleza tylko od cen wiec w przypadku, gdy bogactwo konsumenta wzro$nie dwu-
krotnie nadal bedzie to zo = 2z1. Wstawiajac to do ograniczenia otrzymujemy

2x1 + x9 = 40
1 2 (33)

Tro = 2171

skad z1 = 10 i xo = 20.



