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Zadanie 1 Niech dane b¦dzie równanie ró»niczkowe postaci

ẍ(t) + ẋ(t)− 2x(t) = t2 + 1. (1)

(a) Znale¹¢ rozwi¡zanie powy»szego równania dla warunków brzegowych postaci x(0) = −1 i x(−1) = 1.

Rozwi¡zanie. W pierwszym kroku rozwi¡zujemy równanie jendorodne postaci

ẍ(t) + ẋ(t)− 2x(t) = 0. (2)

Wielomian charakterystyczny jest postaci

w(λ) = λ2 + λ− 2 = (λ− 1)(λ+ 2), (3)

sk¡d otrzymujemy λ1 = 1 i λ2 = −2 i konsekwentnie rozwi¡zanie równania jednorodnego (2) jest postaci

x(t) = C1et + C2e−2t, (4)

gdzie Ci, i = 1, 2 s¡ dowolnymi staªymi.

Aby otrzyma¢ rozwi¡zanie równania niejednorodnego (1) u»ywamy funkcji testowej postaci y(t) = at2 + bt+ c,
a wi¦c mamy ẏ(t) = 2at + b oraz ÿ(t) = 2a. Wstawiaj¡c to do równania niejednorodnego (1) otrzymujemy
równanie postaci

2a+ 2at+ b− 2(at2 + bt+ c) = t2 + 1, (5)

sk¡d przeksztaªcaj¡c otrzymujemy

−2at2 + (2a− 2b)t+ (2a+ b− 2c) = t2 + 1. (6)

Porównuj¡c wspóªczynniki przy odpowiednich pot¦gach otrzymujemy ukªad równa« liniowych postaci

−2a = 1
2a− 2b = 0

2a+ b− 2c = 1

co prowadzi do rozwi¡zania postaci a = −1/2, b = −1/2 i c = −5/4 i w konsekwencji rozwi¡zanie ogólne
równania niejednorodnego (1) jest postaci

x(t) = C1et + C2e−2t +
(
−1

2
t2 − 1

2
t− 5

4

)
. (7)

Wstawiaj¡c warunki brzegowe do rozwi¡zania (7) otrzymujemy nast¦puj¡cy ukªad równa«

C1 + C2 −
5
4

= −1

C1e−1 + C2e2 − 1
2

+
1
2
− 5

4
= 1

sk¡d obliczamy

C1 =
e3 − 9e
4e3 − 4

i C2 =
9e− 1
4e3 − 4

Zadanie 2 Dla pewnego towaru funkcja popytu w zale»o±ci od ceny jest dana jako P (p) = 1/p a funkcja poda»y
jako S(p) = αp, gdzie α > 0 oraz zakªadamy, »e cena p > 0. Cena na rynku dostosowuje si¦ zgodnie z równaniem
ró»niczkowym opartmy o nadwy»k¦ popytu postaci

ṗ(t) = D(p(t))− S(p(t)) =
1
p(t)
− αp(t). (8)



(a) Czy dla dowolnego α > 0 istnieje cena równowagi? Dla tych α > 0, dla których cena równowagi istnieje,
to czy jest ona globalnie asymptotycznie stabilna? (b) Znale¹¢ rozwi¡zanie powy»szego równania dla warunku
pocz¡tkowego p(0) = 0.

Rozwi¡zanie. Istnienie wynika z faktu, »e prawa strona równania (8) jest postaci (1− αp2)/p i dla dowolnego
α > 0 istnieje dodatni pierwiastek równania kwadratowego postaci p̂ = 1/

√
α > 0. Dla dowolnych p < p̂ prawa

strona (8) jest dodatnia a dla p > p̂ jest ujemna.

Przeksztaªcamy w nast¦puj¡cy sposób równanie (8)

ṗ =
1
p
− αp (9)

ṗ =
1− αp2

p
(10)∫

p dp

1− αp2
=
∫
dt (11)

− 1
2α

ln(1− αp2) = t+K (podstawienie s = 1− αp2) (12)

p =

√
1− Ce−2αt

α
, (13)

gdzie C ∈ R jest staª¡. Dla warunku pocz¡tkowego p(0) = 0 mamy

0 =

√
1− C
α
⇒ C = 1, (14)

sk¡d ostatecznie otrzymujemy rozwi¡zanie szczególne postaci

p =

√
1− e−2αt

α
. (15)

W szczególno±ci jest jasne, »e przy t ↑ ∞ mamy p(t)→ 1/
√
α

Zadanie 3 Niech Yt oznacza dochód narodowy, It inwestycje a St oszcz¦dno±ci, gdzie t ∈ N oznacza czas.
Zaªó»my, »e oszcz¦dno±ci w chwili t s¡ proporcjonalne do dochodu narodowego, tj. zakªadamy, »e

St = αYt, gdzie α > 0. (16)

Dodatkowo, zakªadamy, »e inwestycje w okresie t + 1 s¡ proporcjonalne do przyrostu dochodu narodowego,
tj. zakªadamy, »e

It+1 = β(Yt+1 − Yt), gdzie β > α > 0. (17)

Dodatkowo zakªadamy warunek równowagi postaci

St = It. (18)

(a) Wyprowadzi¢ równanie ró»nicowe na Yt i rozwi¡za¢.

Rozwi¡zanie. Równanie (17) mo»na przeksztaªci¢ do postaci

It+1 = β(Yt+1 − Yt) (19)

St+1 = β(Yt+1 − Yt) (20)

αYt+1 = β(Yt+1 − Yt) (21)

sk¡d rozwi¡zuj¡c ostatnie równanie (21) otrzymujemy

Yt+1 =
β

β − α
Yt. (22)
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Jest jasne, »e rozwi¡zanie równania (22) jest postaci

Yt =
(

β

β − α

)t
Y0. (23)

Zadanie 4 Dany jest ukªad równa« ró»nicowych postaci
x1(t+ 1) =

1
18

(5x1(t) + 2x2(t))

x2(t+ 1) =
1
9

(5x2(t)− x1(t))
(24)

(a) Podaj rozwi¡zanie ogólne powy»szego ukªadu.

Rozwi¡zanie. Ukªad (24) mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej jako

x(t+ 1) =
[

5/18 1/9
−1/9 5/9

]
x(t), (25)

gdzie x(t) = (x1(t), x2(t)). Obliczaj¡c warto±ci wªasne i wektory wªasne macierzy wyst¦puj¡cej w równaniu (25)
otrzymujemy

λ1 =
1
3
, v1 =

[
2
1

]
oraz λ2 =

1
2
, v2 =

[
1
2

]
(26)

sk¡d rozwi¡zanie ogólne ukªadu (24) jest postaci

x(t) = C1v
1

(
1
3

)t
+ C2v

2

(
1
2

)t
(27)

Zadanie 5 Funkcja u»yteczno±ci konsumenta jest dana wzoremu(x1, x2) =
√
x1x2. Wiadomo, »e przy pewnych

cenach p1 i p2 oraz bogactwie konsumenta w = 20, konsument kupuje koszyk x1 = 5 i x2 = 10. (a) Znale¹¢ ceny
p1 i p2. (b) Ile konsument b¦dzie kupowaª dobra pierwszego, je»eli jego bogactwo wzro±nie dwa razy?

Rozwi¡zanie. Konsument rozwi¡zuje nast¦puj¡ce zagadnienie optymalizacji statycznej z ograniczeniami

max
x

u(x), z ograniczeniem p1x1 + p2x2 = w. (28)

Funkcja Lagrange'a jest postaci
L(x) =

√
x1x2 − λ(p1x1 + p2x2 − w) (29)

sk¡d warunki pierwszego rz¦du s¡ postaci

x2

2
√
x1x2

= p1λ i
x1

2
√
x1x2

= p2λ. (30)

Dziel¡c równania stronami i upraszczaj¡c otrzymujemy

x2

x1
=
p1

p2
. (31)

Wstawiaj¡c dane liczbowe do ograniczenia oraz do (31) otrzymujemy ukªad równa« liniowych postaci

p1 = 2p2

5p1 + 1− p2 = 20
(32)

sk¡d mamy p1 = 2 i p2 = 1.
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Poniewa» proporcje koszyka zale»¡ tylko od cen wi¦c w przypadku, gdy bogactwo konsumenta wzro±nie dwu-
krotnie nadal b¦dzie to x2 = 2x1. Wstawiaj¡c to do ograniczenia otrzymujemy

2x1 + x2 = 40
x2 = 2x1

(33)

sk¡d x1 = 10 i x2 = 20.
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