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Zadanie 1 Finansista wlasnie zakupil papier wartosciowy, ktory po uptywie czasu t bedzie
mogl sprzeda¢ za V(t) = 1+ t* gdzie t > 0. Przechowywanie tego papieru wartosciowego w
chwili ¢ kosztuje ¢t za jednostke czasu. Zaktadamy ciagly model dyskontowania z nominalng
stopa procentowa r < 1/2.

(a|2p]) Wypisaé w postaci catki aktualna warto$é kosztow przechowywania papieru przez okres
[0,T]. (b [1p]) Obliczy¢ aktualng warto$é netto (tj. po uwglednieniu kosztoéw przechowywania)
sprzedazy papieru w chwili 7. (¢ [3p]) Wyznaczy¢ optymalny moment sprzedazy papieru war-
tosciowego.

Rozwigzanie.

(a) Przy zalozonym ciaglym dyskonotowaniu warto$¢ aktualna (presenta value) kosztu prze-
chowywania wyraza sie catka

PV(C(T)) = /o’[te”dt. (1)

(b) Nalezy zdyskontowa¢ wartos¢ V(T') oraz odjaé aktualna wartos¢ kosztu przechowywania.
W rezultacie otrzymuje sie

PV(V(T)) = PV(C(T)) = e ""V(T) — / ’ te™"dt
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(¢) W celu wyznaczenia optymalnego czasu sprzedazy rozniczkujemy PV (V(T)) — PV(C(T))
otrzymujac warunki pierwszego rzedu

ddT (PV(V(T)) —PV(C(T))) =0
e (T—r(T?+1)) =0,
skad wyznaczamy optymalny czas sprzedazy
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Wartos¢ ta jest poprawnie zdefiniowana dla r < 1/2.
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Zadanie 2 Rynek pewnego towaru jest dany funkcjami podazy S(P) = 2P? oraz popytu
D(P) = 1— P, gdzie P jest cena. Dopasowywanie si¢ ceny jest opisane rownaniem rézniczkowym
dP
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gdzie P(t) jest ceng rynkowa w chwili ¢.

(a |2p]) Wykazac istnienie takiej stalej A € R dla dowolnej ceny P takiej, ze P > 0,1 P # 1/2,

ze spelnione jest réwnanie
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(b [2p]) Obliczy¢ dla kazdego t ceng P(t) jezeli P(0) = Py i Py > 0 oraz Py # 1/2. (c [2p])

Pokazaé, ze dla takich warunkéw poczatkowych zachodzi lim; .., P(t) = P oraz wykazaé, ze P
jest cena czyszczaca rynek.

= Ae’t (3

Rozwigzanie. To zadanie mozna zrobi¢ na dwa sposoby. Przedstawiony jest sposob bardziej
obliczeniowy i polega na rozwigzaniu rownania (2). Drugi sposob polega na sprawdzeniu czy (3)
jest rozwiazaniem rownania (2) — jest.

(a) Rozwiazujemy rownanie (2).
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= Ce” (inna stala C' € R).

(b) Z ostatniego rownania mozemy wyznaczy¢
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i dla warunkoéw poczatkowych C' = (1 + Fy)/(1 — 2R).
(¢) Mamy lim; o, P(t) =1/21 D(1/2) = S(1/2).

Zadanie 3 Rynek dobra jest charakteryzowany funkcja popytu D; = o — P, gdzie o, 3 > 0,
oraz fukcja podazy S; = —v + §(P,_1 + P,)/2, gdzie 7,6 > 0, oraz P, jest cena w okresie t.
Zakladamy, ze w kazdym okresie rynek znajduje sie w roéwnowadze, tj. Sy = D;.



(a [4p]) Zapisa¢ rownanie roznicowe opisujace zachowanie sie ceny w czasie i wyznaczy¢ roz-
wiagzanie dla dowolnej ceny poczatkowej Fy. (b [2p]) Zbadaé¢ zbieznosé rozwiazania.

Rozwigzanie.

(a) Poniewaz rynek jest w rownowadze wiec D, = S; dla dowolnego t stad

Ozf[)’Pt: *’\/"‘I’(S(Pf_l*I*Pt)/Q

Roéwnowaga p wynosi p = (a+7)/(8+0). Wprowadzajac nowa zmienna x, = P,— (a+7)/(5+9)
otrzymujemy réwnanie jednorodne postaci

(2/5 + 6)$f + 5It_1 = 0,
ktorego rozwigzanie to x; = C(—0/(20 4 0))". Stad rozwiazaniem ogblnym jest
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(b) Poniewaz 3,6 > 0 zatem 0 < §/(26+ ) < 11w konsekwencji lim; o P = (a+7)/(8+0).

Zadanie 4 Niech dane bedzie réwnanie rézniczkowe postaci

y' =2y +2=0. (4)

(a [6p]) Znalezé rozwigzanie rzeczywiste powyzszego rownania dla warunkow poczatkowych
y(0) = 1i y(0) = 0.

Rozwigzanie.

(a) Rozwiazujemy rownanie jednorodne y” — 2y’ = 0. Wielomian charakterystyczny wynosi
A2 — 2\ =0skad A = 0 lub A = 2. Rozwigzaniem roéwnania jednorodnego jest y = C; + Cye?.
Jako rozwigzanie szczegOlne przyjmujemy y = t. Rozwiazaniem ogoélnym jest wiec rodzina
y = C1 + Cye? + t. Podstawiajac warunek poczatkowy otrzymujemy C; = 3/21 Cy = —1/2.

Zadanie 5 Funkcja uzytecznosci jest postaci u(z,y) = x%y' @, gdzie warto§¢ parametru « nie
jest znana. Wiadomo, ze rozwiazujac problem maksymalizacji uzytecznosci, przy jednakowych
cenach obu débr, konsument kupi dwa razy wiecej drugiego dobra.

(a [6p]) Wyznaczy¢ wartosé a.

Rozwiazanie.

(a) Warunek optymalnosci pierwszego rzedu to
ou/0x
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Obliczajac pochodne czastkowe oraz wiedzac, ze p;/p2 = 11 y/x = 2 otrzymujemy réwnanie
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skad v = 1/3.



