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Nazwisko i Imi¦ Rozwi¡zania Indeks
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Zadanie 1 Finansista wªa±nie zakupiª papier warto±ciowy, który po upªywie czasu t b¦dzie
mógª sprzeda¢ za V (t) = 1 + t2 gdzie t ≥ 0. Przechowywanie tego papieru warto±ciowego w
chwili t kosztuje t za jednostk¦ czasu. Zakªadamy ci¡gªy model dyskontowania z nominaln¡
stop¡ procentow¡ r < 1/2.

(a [2p]) Wypisa¢ w postaci caªki aktualn¡ warto±¢ kosztów przechowywania papieru przez okres
[0, T ]. (b [1p]) Obliczy¢ aktualn¡ warto±¢ netto (tj. po uwgl¦dnieniu kosztów przechowywania)
sprzeda»y papieru w chwili T . (c [3p]) Wyznaczy¢ optymalny moment sprzeda»y papieru war-
to±ciowego.

Rozwi¡zanie.

(a) Przy zaªo»onym ci¡gªym dyskonotowaniu warto±¢ aktualna (presenta value) kosztu prze-
chowywania wyra»a si¦ caªk¡

PV(C(T )) =

∫ T

0

te−rtdt. (1)

(b) Nale»y zdyskontowa¢ warto±¢ V (T ) oraz odj¡¢ aktualn¡ warto±¢ kosztu przechowywania.
W rezultacie otrzymuje si¦

PV(V (T ))− PV(C(T )) = e−rTV (T )−
∫ T

0

te−rtdt

= e−rT
(
1 + T 2

)
−
∫ T

0

te−rtdt

= e−rT
(
T 2 + 1

)
− 1− e−rT (rT + 1)

r2
.

(c) W celu wyznaczenia optymalnego czasu sprzeda»y ró»niczkujemy PV(V (T )) − PV(C(T ))
otrzymuj¡c warunki pierwszego rz¦du

d

dT
(PV(V (T ))− PV(C(T ))) = 0

e−rT
(
T − r

(
T 2 + 1

))
= 0,

sk¡d wyznaczamy optymalny czas sprzeda»y

T ? =

√
1− 4r2 + 1

2r
.

Warto±¢ ta jest poprawnie zde�niowana dla r < 1/2.

Zadanie 2 Rynek pewnego towaru jest dany funkcjami poda»y S(P ) = 2P 2 oraz popytu
D(P ) = 1−P , gdzie P jest cen¡. Dopasowywanie si¦ ceny jest opisane równaniem ró»niczkowym

dP

dt
= D(P )− S(P ), (2)



gdzie P (t) jest cen¡ rynkow¡ w chwili t.

(a [2p]) Wykaza¢ istnienie takiej staªej A ∈ R dla dowolnej ceny P takiej, »e P > 0, i P 6= 1/2,
»e speªnione jest równanie

P + 1

1− 2P
= Ae3t. (3)

(b [2p]) Obliczy¢ dla ka»dego t cen¦ P (t) je»eli P (0) = P0 i P0 > 0 oraz P0 6= 1/2. (c [2p])
Pokaza¢, »e dla takich warunków pocz¡tkowych zachodzi limt→∞ P (t) = P̄ oraz wykaza¢, »e P̄
jest cen¡ czyszcz¡c¡ rynek.

Rozwi¡zanie. To zadanie mo»na zrobi¢ na dwa sposoby. Przedstawiony jest sposób bardziej
obliczeniowy i polega na rozwi¡zaniu równania (2). Drugi sposób polega na sprawdzeniu czy (3)
jest rozwi¡zaniem równania (2) � jest.

(a) Rozwi¡zujemy równanie (2).

dP

dt
= D(P )− S(P )

dP

dt
= 1− P − 2P 2∫

dP

1− P − 2P 2
=

∫
dt∫

dP

(1 + P )(1− 2P )
= t+K

1

3

∫
dP

1 + P
− 1

3

∫
−2dP

1− 2P
= t+K (rozkªad na uªamki proste)

1

3
ln |1 + P | − 1

3
ln |1− 2P | = t+K

ln

∣∣∣∣ 1 + P

1− 2P

∣∣∣∣1/3 = t+K

1 + P

1− 2P
= Ce3t (inna staªa C ∈ R).

(b) Z ostatniego równania mo»emy wyznaczy¢

P (t) =
Ce3t − 1

1 + Ce3t
,

i dla warunków pocz¡tkowych C = (1 + P0)/(1− 2P0).

(c) Mamy limt→∞ P (t) = 1/2 i D(1/2) = S(1/2).

Zadanie 3 Rynek dobra jest charakteryzowany funkcj¡ popytu Dt = α− βPt, gdzie α, β > 0,
oraz fukcj¡ poda»y St = −γ + δ(Pt−1 + Pt)/2, gdzie γ, δ > 0, oraz Pt jest cen¡ w okresie t.
Zakªadamy, »e w ka»dym okresie rynek znajduje si¦ w równowadze, tj. St = Dt.
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(a [4p]) Zapisa¢ równanie ró»nicowe opisuj¡ce zachowanie si¦ ceny w czasie i wyznaczy¢ roz-
wi¡zanie dla dowolnej ceny pocz¡tkowej P0. (b [2p]) Zbada¢ zbie»no±¢ rozwi¡zania.

Rozwi¡zanie.

(a) Poniewa» rynek jest w równowadze wi¦c Dt = St dla dowolnego t st¡d

α− βPt = −γ + δ(Pt−1 + Pt)/2

(2β + δ)Pt + δPt−1 − 2(α + δ) = 0.

Równowaga p wynosi p = (α+γ)/(β+δ). Wprowadzaj¡c now¡ zmienn¡ xt = Pt−(α+γ)/(β+δ)
otrzymujemy równanie jednorodne postaci

(2β + δ)xt + δxt−1 = 0,

którego rozwi¡zanie to xt = C(−δ/(2β + δ))t. St¡d rozwi¡zaniem ogólnym jest

Pt = C

(
− δ

2β + δ

)t
+
α + γ

β + δ
.

(b) Poniewa» β, δ > 0 zatem 0 < δ/(2β+ δ) < 1 i w konsekwencji limt→∞ Pt = (α+ γ)/(β+ δ).

Zadanie 4 Niech dane b¦dzie równanie ró»niczkowe postaci

y′′ − 2y′ + 2 = 0. (4)

(a [6p]) Znale¹¢ rozwi¡zanie rzeczywiste powy»szego równania dla warunków pocz¡tkowych
y(0) = 1 i y′(0) = 0.

Rozwi¡zanie.

(a) Rozwi¡zujemy równanie jednorodne y′′ − 2y′ = 0. Wielomian charakterystyczny wynosi
λ2 − 2λ = 0 sk¡d λ = 0 lub λ = 2. Rozwi¡zaniem równania jednorodnego jest y = C1 + C2e

2t.
Jako rozwi¡zanie szczególne przyjmujemy y = t. Rozwi¡zaniem ogólnym jest wi¦c rodzina
y = C1 + C2e

2t + t. Podstawiaj¡c warunek pocz¡tkowy otrzymujemy C1 = 3/2 i C2 = −1/2.

Zadanie 5 Funkcja u»yteczno±ci jest postaci u(x, y) = xαy1−α, gdzie warto±¢ parametru α nie
jest znana. Wiadomo, »e rozwi¡zuj¡c problem maksymalizacji u»yteczno±ci, przy jednakowych
cenach obu dóbr, konsument kupi dwa razy wi¦cej drugiego dobra.

(a [6p]) Wyznaczy¢ warto±¢ α.

Rozwi¡zanie.

(a) Warunek optymalno±ci pierwszego rz¦du to

∂u/∂x

∂u/∂y
=
p1

p2

.
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Obliczaj¡c pochodne cz¡stkowe oraz wi¦dz¡c, »e p1/p2 = 1 i y/x = 2 otrzymujemy równanie

α

1− α
=

1

2

sk¡d α = 1/3.
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